Vorlesungsmitschrift

Mathematik fiir Physiker:innen

1

Technische Universitat Berlin
Institut fiir Mathematik

Carl O. R. Lutz

Wintersemester 2024/25

Stand: 11. April 2025



Yorwort

Ich werde dieses Skript parallel zur Vorlesung Mathematik fiir Physiker:innen Il (MfP3) im
Wintersemester 2024/25 schreiben. Es wird die wesentlichen Inhalte der Vorlesung dokumentieren.
Der Anspruch ist aber in keinem Fall eine wortwortliche ,,Mitschrift* der Vorlesung anzufertigen.
Im Gegensatz, das Skript soll die Darstellungen der Vorlesung komplementieren.

Die Struktur der Vorlesung wird sich an den vorangegangen Durchldufen der MfP3 orientieren.
Ihr Inhalt basiert zu gro3en Teilen auf den Notizen der Professoren Ulrich Pinkall, Boris Springborn
und Yuri Suris, denen ich fiir ihre Unterstiitzung danke.

Erfahrungsgemal lassen sich trotz aller Bemiihungen Tippfehler in einem solchen Manuskript
nicht génzlich vermeiden. Bei Anregungen wendet euch gerne an mich (clutz@math.tu-berlin.de).

Berlin, 11. April 2025 Carl Lutz

ii



1.1

1.1.1
1.1.2
1.1.3
1.2

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.2.4
1.2.5
1.3

1.3.1
1.32
1.33
14

1.4.1
1.4.2

21

2.1.1
2.1.2
2.13
2.2

2.2.1
222
2.3

2.3.1
232
24

241
24.2
243
244
245
24.6

Inhaltsverzeichnis

Mehrdimensionale Integration . ........................ 1
Das Volumen einer Menge 1
Quader und Elementarmengen . . . . . . . . . . .. ... ... 1
Jordan-Messbarkeit und Nullmengen . . . . . . . . .. ... ... ... ... 2
Rechenregeln fiir Volumen . . . . . . . . .. ..o 4
Das mehrdimensionale Riemann-Integral 5
Integration iiber Elementarmengen . . . . . . . . . ... ... 5
Integration iiber beschrankte Integrationsgebiete . . . . . . . . . ... ... ... 6
DerSatzvonFubini. . . . . . ... ..o 9
Parameterintegrale . . . . . . . ..o 11
Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit . . . . . . . . . . .. ... ... 13
Der Transformationssatz 15
Zwei Versionen des Satzes . . . . . . . ... 15
Wichtige Parametrisierungen . . . . . . . . ... 17
Beweisskizze fiir den Transformationssatz . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 18
Uneigentliche Integration 21
Zerlegungen und Ausschopfungen von offenen Mengen . . . . . . . . . . . .. .. 21
Das uneigentliche Riemann-Integral . . . . . . . . ... ... ... ... ... 22
Vektoranalysis . . .. ... ... i ittt ittt eennan 25
Kurven- und Oberfléichenintegrale 25
Kurvenintegrale . . . . . . . . . . ..o 25
Regulidre Flachenstiicke und Oberflichenintegrale . . . . . . . . . . .. ... ... 27
Berandete Untermannigfaltigkeiten . . . . . . . . . .. .. ... ... ...... 30
Der Rotationssatz von Stokes 35
Die Rotation eines Vektorfeldes . . . . . .. .. ... ... L0 36
Lokale und Globale Version des Satzes . . . . . . ... ... ... ........ 38
Der Divergenzsatz von Gau3 42
Der zweidimensionale Fall . . . . . . . . . ... ... 43
Lokale und globale Versiondes Satzes . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 43
Potentialtheorie 47
Konservative Vektorfelder . . . . . . . .. . .. ..o 47
Existenz von Potentialen . . . . . . . . . ... 48
Der Laplace-Operator . . . . . . . . . . . . ... 50
Dirichlet- und Neumann-Randwertprobleme . . . . . . . . . ... ... ... ... 54
Fundamentallosung des Laplace-Operators . . . . . . . . . . .. ... ... ... 56
Helmbholtz-Zerlegung . . . . . . . . . . .. Lo 58

iii



3 Gewohnliche Differentialgleichungen

3.1 Einfiihrende Betrachtungen

3.1.1 Grundbegriffe . . . . . ..

3.1.2  Systeme von Differentialgleichungen

3.1.3 Trennung der Verdnderlichen . . . . . . . . ... ..o
3.2 Eigenschaften der Losung eines Anfangswertproblems

3.2.1 Lokale Existenz: Satz von Picard—Lindel6f
3.2.2 Lemma von Gronwall und globale Eindeutigkeit
3.2.3 Fortsetzbarkeit und Lebensdauer von Losungen

33 Lineare Differentialgleichungen

3.3.1 Fundamentallosungen und Variation der Konstanten
3.3.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
3.3.3 Skalare lineare Differentialgleichung hoherer Ordnung

34 Dynamische Systeme

3.4.1 Phasenraum, Orbits und Erhaltungsgrof3en
3.4.2 Fixpunkte und Stabilitat . . . . . . . ... 0oL

3913 2 11

Sachregister . . . . . . . . . . e e e

iv



~1 ~

Mehrdimensionale Integration

1.1 Das Volumen einer Menge

1.1.1 Quader und Elementarmengen

Ein (achsenparalleler) Quader Q im R” ist durch das kartesische Produkt von n Intervallen I_Vorlesungl
gegeben: (15.10.24)

Q [al,b])X“‘X[an,bn)

{(xl,...,xn) eR" : x1 € lai,b1),...,xn € [an,bn)}.

Hierbei nehmen wir immer an, dass a;, b; € Rund a; < b; fiiralle 1 <i < n gilt. Im eindimensio-
nalen ist ,,Quader* (per Definition) nur ein anderes Wort einem Intervall. Im zweidimensionalen
Fall (n = 2) nennen wir Q auch ein Rechteck. Das Volumen eines Quaders Q ist definiert durch
das Produkt seiner Kantenldngen

vol,(Q) = | | (b —an).
i=1

Definition 1.1. Die Vereinigung endlich vieler disjunkter Quader bezeichnen wir als Elementar-
menge, das heiflt, E C R" ist eine Elementarmenge genau dann, wenn es Quader Qy, ..., Qs C R"
gibt mit E = J;_, Q; und Q; N Q; = 0 fiir alle i # j. Die Familie Z = {Q;} heifit Zerlegung
von E. Wir sagen, dass eine weitere Zerlegung Z’ von E eine Verfeinerung von Z ist, wenn fiir
jedes Q' € ZF’ ein Q € Z existiert, sodass Q' C Q. Zusitzlich definieren wir, dass auch die leere
Menge 0 eine Elementarmenge ist. Die Menge der Elementarmengen im R" bezeichnen wir mit
E(RM).
Das folgende Lemma zeigt, dass sich unser Begriff der Elementarmenge mit den iiblichen Ope-
rationen zwischen Mengen vertrdgt. Man spricht auch davon, dass die Menge der Elementarmengen
&E(R™) abgeschlossen beziiglich dieser Operationen ist.

Lemma 1.1. Seien Qy, ..., Qs € R" Quader (nicht notwendigerweise disjunkt). Dann gilt:
(i) Thr Schnitt "}_, Q; ist eine Elementarmenge (sogar ein Quader).
(i) Die Differenz Q; \ Q; ist eine Elementarmenge.

(iii) Die Vereinigung | J;_, Q; ist eine Elementarmenge.
Beweis. Ubung! mi

Der Begriff des Volumens fiir Quader ldsst sich nun unmittelbar auf Elementarmengen erwei-
tern: Ist Elementarmenge £ € E(R™) und Z eine Zerlegung von E, so definieren wir das Volumen
von E durch

vol,,(E) = Z vol,,(Q).

QeZ
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1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Wieder betrachten wir die leere Menge separat und definieren vol,, (@) = 0. Allerdings ist bei solch
einer Definition Vorsicht geboten, denn die Zerlegung einer Elementarmenge in disjunkte Quader
ist mitnichten eindeutig. Das folgende Lemma garantiert uns, dass wir uns trotzdem keine Sorgen
machen miissen.

I Satz 1.1. Das Volumen einer Elementarmenge héngt nicht von ihrer Zerlegung in Quader ab.

Beweis. Es ist moglich einen elementaren Beweis zu fiihren indem man sich direkt spezielle
Zerlegungen baut (in Vorlesung skizziert). Ich werde hier noch einen anderen sehr eleganten, aber
auch trickreichen, Beweis zeigen:

Betrachten wir zuerst ein Intervall [a, b) = I C R. Ich behaupte, dass

INZ
voli(I) = b—a = lim ﬂ,
N—>o N

(1.1)

wobei Z/N = {k/N t ke Z} und |/ N Z/N| die Anzahl der Elemente in der Menge meint. Um das
zu sehen bezeichnen wir mit k,, k;, € Z die kleinsten ganzen Zahl, sodass a < ka/N bzw. b < kb/N.
Dann ist ka/N bzw. k»/N das kleinste bzw. groBite Element in I N Z/N sowie [ NZ/N| = kp — kg, + 1.
Weiterhinistko/N < b < (kp+1)/N und somit giltlimy . k»/N = b. Analog folgtlimy . ka/N = a,
woraus meine Behauptung (1.1) folgt.
Durch n-fache Produktbildung folgt nun fiir einen Quader O c R":
|Q NZ"/N]|

woh(0) = tim (0

Damit gilt aber gleich auch fiir eine Elementarmenge E mit Zerlegung Z (iiberlegt euch warum!),
dass

. |ENZ'N|
vol,(E) = Z vol,(Q) = A}linw N
QeZ
Die rechte Seite dieser Gleichung héngt aber nicht mehr von der Zerlegung ab. Somit ist der Satz
gezeigt. O

1.1.2  Jordan-Messbarkeit und Nullmengen

Ausgestattet mit diesen Grundbegriffen konnen wir uns nun allgemeineren Mengen widmen. Wir I_Vorlesung 2
definieren dass duflere Volumen einer beschrinkten Menge M c R" als (17.10.24)

*vol, (M) := inf {vol,(E) : E€ E(R")und M C E}.
Analog ist das innere Volumen von M gegeben durch
Lvol, (M) = sup{vol,(E) : E€ ER")und M D E}.
Es folgt unmittelbar aus diesen Definitionen, dass
0 < ,vol,(M) < *vol,(M) < oo.

Definition 1.2. Wir sagen, dass eine Menge M C R" Jordan-messbar ist, wenn ihr dufleres und
inneres Volumen iibereinstimmt. In diesem Fall nennen wir

vol, (M) := ,vol,(M) = *vol,(M)



1.1. Das Volumen einer Menge

das Volumen von M. Im eindimensionalen (n = 1) und zweidimensionalen (n = 2) Fall nennen
wir das Volumen auch Linge bzw. Fliacheninhalt. Die Menge der Jordan-messbaren Mengen
des R" bezeichnen wir mit 7 (R").

Beispiel 1.1. Einige Beispiele fiir Jordan-messbare Mengen sind:
(i) Der Abschluss E jeder Elementarmenge E.

(ii) Die Flache zwischen einer (nicht negativen) Riemann-integrierbaren Funktion f: [a, b] —
R und der x-Achse (vgl. MfP2).

Fiir unsere folgende Diskussion des mehrdimensionalen Riemann-Integrals wird es insbeson-
dere interessant solche Mengen zu identifizieren, die wir ,,gefahrlos* aus dem Integrationsbereich
entfernen konnen ohne den Wert des Integrals zu dndern. Gute Kandidaten hierfiir sind Jordan-
messbare Mengen M € J (R™) mit vol,, (M) = 0. Wir nennen diese Mengen Jordan-Nullmengen.

Beispiel 1.2. Einige Beispiele fiir Jordan-Nullmengen sind:
(i) Endliche Punktmengen im R”.
(i) Endliche Vereinigungen von Jordan-Nullmengen.

(iii) Differenzierbare kompakte Untermannigfaltigkeiten des R der Kodimension > 1, d.h.,
Untermannigfaltigkeiten der Dimension < n — 1. Beispiele hierfiir sind differenzierbare
Kurven in einem Rechteck in R? oder eine zweidimensionale Fliche in einem dreidimen-
sionalen Quader in R3.

Anmerkung 1.1. Die Forderung nach Differenzierbarkeit der Untermannigfaltigkeit im vorangegan-
genen Beispiel 1.2 ist im Allgemeinen notwendig. Betrachten wir zum Beispiel nur noch stetige
Kurven so lassen sich sogenannte raumfiillende Kurven konstruieren. Ein konkretes Beispiel hier-
fiir ist die Peano-Kurve, eine Kurve y: [0, 1] — [0, 1]%, welche sowohl stetig als auch surjektive
ist.

Der Begriff der Jordan-Nullmenge wird im Folgenden an einigen Stellen zu restriktiv sein. Wir
erweitern ihn entsprechend wie folgt.

Definition 1.3. Eine Menge M c R" heif3t Nullmenge, falls sie von einer abzdhlbaren Menge von
Quadern mit beliebig kleinem Gesamtvolumen iiberdeckt werden kann, d.h., wenn fiir jedes € > 0
eine Familie {Ql-};.’il C R™ existiert, wobei jedes Q; ein Quadern oder 0 ist, sodass M C |72, Q;
und 377, vol,(Q;) < e.

Anmerkung 1.2. Dieser erweiterte Begriff einer Nullmenge gehort zu einer Verallgemeinerung des
Volumenkonzeptes: dem Lebesgue-Maf3. Wir werden nicht weiter auf das Lebesgue-Mal eingehen,
merken aber an dieser Stelle an, dass das Lebesgue-Maf einer Jordan-messbaren Menge mit dem
von uns definierten Volumen iibereinstimmt.

Beispiel 1.3. Einige Beispiele fiir Nullmengen sind:
(i) Jede Jordan-Nullmenge ist eine Nullmenge.

(ii) Abzihlbare Punktmengen im R”. Insbesondere ist [0, 1] N Q eine Nullmenge, aber keine
Jordan-Nullmenge.

(iii) Abzéhlbare Vereinigungen von Nullmengen.

Wann ist eine Nullmenge eine Jordan-Nullmenge? Wann ist beschrinkte Menge Jordan-
Messbar? Die folgenden Sitze geben Antworten.
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Lemma 1.2. Eine kompakte Menge M C R” ist genau dann eine Nullmenge, wenn sie eine
Jordan-Nullmenge ist.

Beweis. Ubung! (Tipp: Satz von Heine—Borel.) O

Satz 1.2 — Kriterium fiir Jordan-Messbarkeit. Eine beschrinkte Menge M C R”" ist genau
dann Jordan-messbar, wenn ihr Rand d M eine Jordan-Nullmenge ist.

Beweis. Wir beobachten zuerst (indem wir eine gemeinsame Zerlegung betrachten), dass immer
vol, (E’) = vol,(E’ \ E) + vol, (E) fiir zwei Elementarmengen E, E’ € E(R") mit E C E’ gilt.

Nun nehmen wir an, dass M Jordan-messbar ist. Dann gibt es fiir jedes € > 0 Elementarmengen
E.und E* mit E, C M C E* und vol,(E*) — vol,,(E,) < €. Weiterhin ist 0M C E* \ E,. Mit der
vorangegangen Beobachtung und der Tatsache, dass E* \ E, eine Elementarmenge ist, folgt, dass
O0M eine Jordan-Nullmenge ist.

Fiir die Umkehrung greifen wir etwas vor und verwenden den Zusammenhang zur Integration
(siehe Beispiel 1.4). Aus dem Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit (Satz 1.5) folgt,
dass M eine Nullmenge ist. Da aber d M abgeschlossen und nach Voraussetzung auch beschriankt
ist, folgt nun die Behauptung aus dem vorangegangen Lemma 1.2. O

Rechenregeln fiir Volumen

Um das Volumen einer Menge zu bestimmen ist es oft ratsam sie in einfachere Mengen zu zerlegen.
Eine Moglichkeit hierfiir besteht darin die Menge ,,additive* in kleinere (hoffentlich einfachere)
Mengen der gleichen Dimension zu zerlegen.

Satz 1.3 — Rechenregeln fiir Volumen (,,additiv¢‘). Seinen N, M € J (R") Jordan-messbare
Mengen. Dann sind N \ M, M \ N, NN M und N U M Jordan-messbar und es gilt

vol,,(N UM) = vol,(N) + vol,(M) — vol,,(N N M). (1.2)

Insbesondere gilt, vol,(N U M) = vol,(N) + vol,,(M) genau dann, wenn N N M eine Jordan-
Nullmenge ist.

Beweis. Die Randpunkte der Mengen N\ M, M\ N, NN M und N UM sind immer eine Teilmenge
der Randpunkte von N und M, d.h. von (ON) U (AM). Da sowohl N als auch dM Jordan-
Nullmengen sind (Satz 1.2) sind auch die entsprechenden anderen Rénder Jordan-Nullmengen.
Die Jordan-Messbarkeit folgt also wieder aus Satz 1.2. Um die Formel (1.2) herzuleiten ist es nun
hilfreich geschickt ,,doppelt zu zdhlen. Das Werkzeug hierfiir stellen wir in Beispiel 1.4 bereit. 0O

Eine zweite ,,multiplikative* Mdglichkeit bietet die Darstellung unserer Ausgangsmenge als
Produkt von zwei Mengen von niedrigerer Dimension.

Satz 1.4 — Rechenregeln fiir Volumen (,,multiplikativ‘‘). Das kartesische Produkt M x N
zweier Jordan-messbarer Mengen M € J(R™) und N € J(R") ist ebenfalls eine Jordan-
messbare Menge, d.h. M x N € J (R"™"). Thr Volumen ist gegeben durch

VOlyn(M X N) = vol,, (M) - vol,(N).

Beweis. Wieder lisst sich ein direkter Beweis fiihren. Ich begniige mich aber an dieser Stelle damit
darauf hinzuweisen, dass dieser Satz ein Spezialfall des Satzes von Fubini (Satz 1.8) ist. |
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1.2. Das mehrdimensionale Riemann-Integral

1.2 Das mehrdimensionale Riemann-Integral

1.2.1 Integration iiber Elementarmengen

Die Definition des Riemann-Integrals iiber einer Elementarmenge stimmt fast buchstiblich mit der
eindimensionalen Definition iiberein. Es lohnt sich die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt mit dem
eindimensionalen Fall, der aus der MfP2 bekannt ist, zu vergleichen.

Definition 1.4. Ist f: E — R eine beschrinke Funktion iiber der Elementarmenge £ € E(R")
und Z eine Zerlegung von E, so heillen

U(f: Z) = ), mo(f)volu(Q), mo(f) = inf f(x),und
Ocz xeQ

O(f: )= ) Mo(f)vol,(Q), Mo(f) = sup f(x)
QeZ xeQ

die untere bzw. obere Darboux-Summe von f beziiglich Z.

Lemma 1.3. Sei f: E — R eine beschrinkte Funktion iiber der Elementarmenge E € &(R").

(i) Ist Z’ eine Verfeinerung der Zerlegung Z von E, dann ist
—0 < U(f; Z) < U(f; Z') < O(f; Z') < O(f; Z) < oo
(i1) Sind Z und Z"’ zwei Zerlegungen von E, so gilt

U(f; Z) < O(f; Z°).

Beweis. Die Beschrinktheit der Darboux-Summen folgt direkt aus der Beschrinktheit der Ele-
mentarmenge E und der Funktion f. Weiterhin garantieren die Definition des Supremums und
Infimums, dass

inf f(x) < inf f(x) < sup f(x) < sup f(x)
XEQ XEQ’ er/ xEQ

fiir alle Q € Z und Q' € Z’ mit Q' c Q gilt. Da weiterhin vol,(Q) gleich der Summe alle
Volumen der Teilquader von Q ist, folgt die Behauptung (i).

Behauptung (ii) folgt nun durch zweifaches Anwenden dieser Abschitzung beziiglich der
gemeinsamen Verfeinerung Z”’ von Z und Z":

U(f; Z) < U(f; Z7) < O(f; Z7) < O(f; Z). 0
Fiir eine beschrinkte Funktion f: E — R iiber der Elementarmenge E € E(R") heilen nun

/f(x)dx = supU(f; Z) bzw. 7f(x)dx = infO(f; &)
«JE z E z

das Unterintegral bzw. Oberintegral von f iiber E. Das vorangegangene Lemma 1.3 zeigt, dass

-0 < */Ef(x)dx < */Ef(x)dx < oo,



1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Definition 1.5. Eine beschrinkte Funktion f: E — R iiber einer Elementarmenge E € E(R")
heifft (Riemann-)integrierbar, wenn ihr Unter- und Oberintegral iibereinstimmen. In diesem
Fall nennen wir den gemeinsamen Wert fE f(x)dx = */E f(x)dx das (Riemann-)Integral von f
tiber £ und schreiben fiir diesen Wert

‘/Ef(x)dx = Lf(x)dxl---dxn.

1.2.2 Integration iiber beschrinkte Integrationsgebiete

Analog zum Vorgehen bei der Definition des Volumens leiten wir nun einen Integralbegriff fiir I_Vorlesung3
beschrinke Funktion iiber beschrinkten Mengen her. Damit wir unsere Definition formulieren (22.10.24)
konnen bendtigen wir noch die folgenden Verabredungen: Gegeben seien Mengen Q, QO c R mit

Q c Q und eine Funktion f: Q — R. Gilt fiir eine Funktion f: Q — R, dass f(x) = f(x) fiir

alle x € Q ist, dann heiBt f Fortsetzung von f. Weiterhin ist die charakteristische Funktion

xa: R" — R von Q (auch Indikatorfunktion) definiert durch

1 ,fallsx € Q,

0 , sonst.

xa(x) = {

Lemma 1.4. Sei Q c R". Die Menge der Unstetigkeitsstellen von yq ist €.

Beweis. Ubung! O

Definition 1.6. Sei Q C R” eine beschrinkte Menge und Q € R” ein Quader mit Q C Q. Weiter-
hin sei f: Q — R eine beschriinkte Funktion und f: Q — R eine beliebige Fortsetzung von f.
Ist yo f iiber Q Riemann-integrierbar, dann sagen wir, dass f iliber 2 (Riemann-)integrierbar
ist und definieren das Riemann-Integral von f iiber Q durch

/Q Fx)dx = /Q (xas)(x) dx = /Q Xa(x) F(x) d.

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen iiber € bezeichnen wir mit R(Q).

Anmerkung 1.3. Wie in der MfP2 lisst sich das Riemann-Integral durch komponentenweise In-
tegration auf vektorwertige und komplexwertige Funktionen erweitern. Zum Beispiel ist fiir eine
Funktion f: Q — R" das Riemann-Integral gegeben durch

Jo f1(x) dx
[rmar={
Q
Jo fn(x) dx
vorausgesetzt, dass alle Koordinatenfunktionen f;:  — R Riemann-Integrierbar sind. Die ent-

sprechenden Mengen der Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir dann mit R(Q;R")
bzw. R(Q;C).

Anmerkung 1.4. Viele Beispiele die wir im Folgenden betrachten werden, sind physikalisch moti-
viert. Hierbei kann es fiir das Verstdndnis niitzlich sein, die physikalischen Einheiten der betrach-
teten GroBen im Kopf zu behalten. Deshalb werden wir fiir diese Beispiele:

® Die SI-Einheiten vermerken. Zum Beispiel, bezeichnet m: Q@ — Rkg eine Masse-wertige
(auch kg-wertige) Funktion iiber der Menge Q.
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B Die Dimension einer physikalischen Grofie x bezeichnen wir auch mit [x] = [Einheit]. In
unserem Beispiel ist die Dimension [m] = [kg] = Masse. Die Notation fiir die verwendeten
Basisgrofien ist der folgenden Tabelle zu entnehmen.

Basisgrofie Symbol SI Einheit
Zeit T s (Sekunden)
Linge L m (Meter)
Masse M kg (Kilogramm)
I

elektrische Stromstérke A (Ampere)

Tabelle 1.1. Notation fiir Basisgrofsen und SI-Einheiten.

® Per Konvention multipliziert sich die Dimension einer Grofe nach Integration iiber eine
n-dimensionale Menge Q mit [m"] = L" (sieche folgende Beispiele). Eine Ausnahme stellen
Intervalle / C R dar, welche wir gelegentlich auch als Zeitabschnitte interpretieren werden.
In diesem Fall multipliziert sich die Dimension nach Integration mit [s] = T.

Beispiel 1.4 — Volumen. Sei Q € J(R") Jordan-messbar. Dann ist yo Riemann-integrierbar
mit

vol, () = /Q)(g(x) dx.

Beispiel 1.5 — Schwerpunktberechnung. Wir betrachten einen dreidimensionalen Korper K €
J (R3) mit gegebener Massendichte p € R(Q; Rkg/m’). Die Gesamtmasse des Korpers ist dann
gegeben durch

M = / p(x) dx € R(ke/m?)m> = Rkg.
K

Der Schwerpunkt von K ist nun das mit der Masse gewichtete Mittel der Position seiner ,,Massen-
punkte“. Wenn x = (x1,x2,x3): K — R3 m die Koordinatenfunktion bezeichnet, dann berechnet
sich der Schwerpunkt durch

1
i -‘/pr(x)dxeR3m.

Welche Funktionen sind nun Riemann-integrierbar? Der folgende Satz gibt eine sehr intuitive
Antwort: ,,Wenn die Funktion hinreichend stetig ist, oder anders gesagt, nicht zu sehr zappelt.

Satz 1.5 — Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit. Eine Funktion f: £ — R
iiber einer Elementarmenge £ C R” ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge ihrer
Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist.

Wir werden uns mit diesem Kriterium genauer in Abschnitt 1.2.5 beschiftigen. Zuerst wollen
wir uns aber ein wenig mehr mit dem mehrdimensionalen Riemann-Integral vertraut machen.

Korollar 1.1. Jede stetige Funktion f: Q — R iiber einer Jordan-messbaren Menge Q € J (R")
ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Da f stetig ist, sind die Unstetigkeitsstellen von f hochstens die Unstetigkeitsstellen von
X Diese sind nach Lemma 1.4 durch den Rand 0 von Q gegeben, welcher nach Satz 1.2 eine
Jordan-Nullmenge, insbesondere eine Nullmenge ist. |



1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Fiir das mehrdimensionale Riemann-Integral gelten die gleichen Rechenregel, die schon aus
der MfP2 fiir das eindimensionale Integral bekannt sind.

Satz 1.6 — Rechenregeln fiir das Integral. Sei Q c R” eine beschridnke Menge, f, g € R(Q)
und a, S € R. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

(i) af +Bg € R(Q), fg € R(Q), |f] € R(Q);

(i1) /Q(a/f+[3g)dx :affgfdx+ﬁf9gdx;
(iii) Ist f(x) < g(x) fiir alle x € Q (schreibe f < g), dann gilt fg fdx < fgg dx;
(iv) Ist Q Jordan-messbar, dann gilt fg fdx < vol, () - sup,.cq f(x).

Beweis. Die Aussage iiber Integrierbarkeit in (i) folgen direkt aus den Rechenregeln fiir Stetig-
keitsstellen einer Funktion und dem Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit (Satz 1.5).

Die Linearitit (ii) folgt aus der Subadditivitdt des Supremums (sup(f + g) < sup f + sup g)
und der Superadditivitit des Infimums (inf f + inf g < inf(f + g)). Vergleiche auch mit MfP2.

Um Aussage (iii) zu zeigen, beobachten wir zuerst, dass fiir beliebige beschriankte Funktion
aus f < g unmittelbar O(yqf; ) < O(yxag; Z) fiir alle Zerlegungen Z eines Quaders Q c R”
mit Q c Q folgt. Damit gilt aber fiir die Oberintegrale *fg fdx < *ng dx. Da f und g nach
Voraussetzung Riemann-integrierbar sind, gilt die Aussage dann auch fiir ihr Integral.

Die verbleibende Aussage (iv) folgt nun aus (iii) und Beispiel 1.4. |

Korollar 1.2. Sei Q c R”" eine beschrinkte Menge. Dann ist R(Q) ein R-Vektorraum und das
Riemann-Integral ist ein monotones, lineares Funktional auf R(€2).

Esist von Interesse zu verstehen, auf welchen Teilmengen von Q wir einen Integranden abidndern
konnen, ohne den Wert seines Integrals zu verdndern. Der folgende Satz gibt eine teilweise Antwort.

Satz 1.7. Ist N c Q eine Jordan-Nullmenge und f:  — R eine beschridnkte Funktion. Dann ist
xn~ f Riemann-integrierbar und /Q xnfdx=0.

Beweis. Wir setzen C = sup,.q | f(x)|. Dann ist Cyn eine Majorante von |fxyn|, d.h. |fxn]| <
Cxyn. Es folgt

/|)(Nf|dx < /C)(Ndx = C-vol,(N) = 0. O
Q Q

Die Aussage folgt, da—fQ |fxn|dx < fgf)(N dx < fQIfXNldx.

Wir konnen also jede Riemann-integrierbare Funktion f € R(€) auf jeder Jordan-Nullmenge
N c Q beliebig abdndern, solange sie beschrinkt bleibt (eine Voraussetzung, die per Definition
der Riemann-Integrierbarkeit gilt). Leider lasst sich dieser Satzes nicht auf beliebige Nullmengen
erweitern, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.6. Wir definieren die Funktionen f, g: (0, 1) — R durch f(x) := yo(x) und

) {l/q , wenn x = p/q fiir teilerfremde p € Z,g € N,
glx) =

0 , sonst.

Die Funktion f hei3t Dirichlet-Funktion und g ist die thomaesche Funktion. Beide sind nur auf
der Nullmenge Q N (0, 1) ungleich 0. Doch die thomaesche Funktion ist Riemann-integrierbar
(Ubung!), wohingegen die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar ist (vgl. MfP2).
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1.2. Das mehrdimensionale Riemann-Integral

Anmerkung 1.5. Die Asymmetrie zwischen den bendtigten Nullmengen-Begriffen in Satz 1.5
(Lebesgue-Kriterium) und Satz 1.7 ist unvorteilhaft. Das Lebesgue-Integral verschafft hier Abhil-
fe. Fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen stimmt das Lebesgue-Integral mit dem Riemann-
Integral {iberein, aber wir konnen mithilfe des Lebesgue-Integrals Satz 1.7 auf allgemeine Nullmen-
gen erweitern. Tatsédchlich zeigt dieser Zusammenhang, dass das Riemann-Integral einer beliebigen
Funktion {iber eine Nullmenge immer entweder = 0 oder nicht definiert ist.

Der Satz von Fubini

Wie konnen wir nun mehrdimensionale Integrale ausrechnen, ohne jedes mal die (dafiir nicht
sehr bequeme) Definition mittels Darboux-Summen zu verwenden? In der MfP2 habt ihr viele
Regeln und Stammfunktionen fiir eindimensionale Integrale kennengelernt. Es wire praktisch
unser mehrdimensionales Integral auf diesen Fall zuriickfiihren zu konnen, es wird auch von
iterierten Integralen gesprochen. Der folgende Satz erfiillt uns diesen Wunsch.

Satz 1.8 — Satz von Fubini. Seien X Cc R” und Y ¢ R” Quaderund Q = X XY.Ist f: Q0 - R
eine Riemann-integrierbare Funktion, dann gilt

/Q £x,y) dxdy = /X ( /Y f(x,y)dy) dx = /Y ( /X f(x,y)dx) dy.

Anmerkung 1.6. Die Notation in diesem Satz bendtigt ein wenig zusatzliche Erkldrung, da der
Integrand fY f(x0,y) dy nicht notwendiger Weise fiir alle xo € X existieren muss. Die Intuition
sagt uns, dass diese Probleme nur auf einer (Jordan-)Nullmenge auftreten konnen, und somit kein
Problem im Sinne eines Integrals auftritt (vgl. Satz 1.7). Im Folgenden werden wir all diese techni-
schen Schwierigkeiten vermeiden, indem wir fiir das ,,innere Integral* Ober- bzw. Unterintegrale
verwenden.

Beweis von Satz 1.8. Wir beweisen hier nur die erste Gleichheit. Die zweite Gleichheit kann ganz
analog gezeigt werden (Variablentausch ,,x < y*).

Um die Ubersichtlichkeit des Beweises zu verbessern definieren wir uns fiir jedes xo € X die
Hilfsfunktion

fo: Y =R,y f(xo,y).
Weiterhin seien F.: X — Rund F*: X — R definiert durch

Fw = [ = [fmer wmd
Fw = [fen = [roa.

Da nach Voraussetzung f Riemann-integrierbar ist, folgt die Aussage, sobald wir

D 2 * ® *f . @
/f(x,y) dxdy < /F*(x) dx < /F*(x) dx < /F (x)dx < /f(x,y) dxdy
xY O xd X X X [0)

gezeigt haben. Dabei folgen (2) und (3) direkt aus den Monotonie-Eigenschaften von Unter- und
Oberintegralen und den Rechenregeln fiir das Riemann-Integral (Satz 1.6). Wir miissen also nur
noch (1) und (4) zeigen. Da beide Abschitzungen analog gezeigt werden konnen, beschrinke ich
mich darauf den (1) herzuleiten.

rVorlesung 4
(24.10.24)
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Seien nun Zx und Zy Zerlegungen von X bzw. Y. Dann ist

Z ={0x X Qy : Ox € Zx,0Qy € Zy}

eine Zerlegung von Q. Die untere Darboux-Summe von f bzgl. Z ist definiert durch

U(fi £) = . moxxoy (f) + Volmen(Qx X Oy)

Ox,Qy (13)

= Z ZmQXXQy(f) VOln(QY)) vol, (Qx).
Ox \ Qv

Wir schitzen nun zuerst die innere Summe iiber Qy ab. Sei dafiir xg € Qx. Dann ist {xo} X Qy C
Ox X Qy und direktes Nachrechnen zeigt

> Mooy (NW0(Qr) < Y moy (i) voli(@9) = Ul Zr) <[ fu()dy.
Qy Oy #JY

Die rechte Seite ist nach Definition F.(xg). Da diese Abschitzung fiir beliebiges xq gilt, folgt
20y Moxxoy (f) vol,(Qy) < infyeoy Fi(xo) = mgy(F.). Setzen wir diese Abschitzung in
(1.3) ein so folgt fiir die Untersummen

U(f; ) < D moy(F)voly(Qx) = U(F.; Zx).
Ox

Da wir aber keine Voraussetzungen an die Zerlegungen gestellt haben, gilt diese Abschétzung auch
fiir die Unterintegrale, d.h. Abschitzung (1). |

Beispiel 1.7 — ,,Integral zwischen Graphen. Sei Q € J (R") Jordan-messbar, Q ein Quader
mit Q C Q und seien ¢, ¢3: Q — [a, b] stetig mit ¢; < ¢,. Wir definieren

Q = {(x,h)eR™ 1 x€Q, ¢1(x) <h < p2(x)}.

Die charakteristische Funktion von Q” erfiillt yo' (x, ) = xo(X) - X[ ¢, (x), ¢ (x)] (h). Es folgt, dass
Q' Jordan-messbar ist, d.h. Q' € J(R™!), und fiir f € R(Q’) gilt

f(x, h)dhdx / xo (x, h) f(x, h) dhdx
(04 Ox[a,b]

b
/XQ(X) (/ X[<p1(x),<p2(x)](h)f(x’h)dh)dx
Q a

/g ([olii(>X) flxh) dh) dx.

Insbesondere gilt vol,41 (Q') = fg ;ﬁi};) Yo (x, h)dhdx.

10



1.2. Das mehrdimensionale Riemann-Integral

Aus dem Satz von Fubini konnen wir nun eine Verallgemeinerung der ,,multiplikativen* Re-
chenregel des Volumens (Satz 1.4) ableiten.

Korollar 1.3 — Prinzip von Cavalieri. Sei 9 ¢ R"~! ein Quader und Q ¢ Q x [a, b] Jordan-
messbar. Fiir jedes y € [a, b] setzen wir Q, = {()E, y)eQ : j= y}. Dann ist

b
vol, () =/ vol,_1(Ly) dy.
a

Hierbei muss wieder der Integrand wie in Anmerkung 1.6 erklért interpretiert werden (siehe
auch Beispiel 1.4).

1.2.4 Parameterintegrale

Ein physikalische System kann von vielen verschiedenen Groflen abhingen. Dabei ist es oft so,
dass wir nur iiber einen Teil dieser Grofen integrieren wollen (z.B. Orts-Koordinaten) und den
Rest (sogenannte Parameter, z.B. Zeit, Dichte, Viskositit, ...) wihrend der Integration festhalten
mochten. Die aus der Integration resultierende GroBe (z.B. Volumen, Masse, ...) ist nun natiirlich
eine Funktion in diesen Parametern und wird als Parameterintegral bezeichnet. Fragen der Ste-
tigkeit und Differenzierbarkeit (nach den Parametern) liegen nun auf der Hand. Der folgende Satz
gibt Antworten.

Satz 1.9 — Leibnizregel fiir Parameterintegrale. Sei Q € J (R™) eine kompakte Menge und
I € J (R") eine offene Menge. Weiterhin sei f: Q X I — R beschrénkt. Dann gilt:

(1) Ist f stetig auf ganz Q X [, dann ist das existiert das Parameterintegral F: / — R und ist
stetig, wobei

F(t) = Lf(x, t) dx.

(i1) Existieren zusitzlich alle partiellen Ableitungen 0;f = (0;, f,...,0:, f) und sind stetig
auf ganz Q X I, so ist das Parameterintegral F stetig differenzierbar auf /. Weiterhin ist die
Ableitung von F im Punkt t* € I gegeben durch

_/Q Oy f(x,t7)dx
dF (") = / O f(x,t)dx = : .
e Joy B f (1) dx

Anmerkung 1.7. Die Bedingungen an € (Kompaktheit) und f (Stetigkeit, insbesondere inklusive
0Q) sind sehr stark. Diese Version des Satzes sollte als ,,Jokale” Variante (also in einer kleinen
kompakten Umgebung eines Punktes) interpretiert werden. In der Praxis kann es dann aber gut
passieren, dass wir zwar wissen, dass f im Inneren von Q stetig ist, wir aber keine Moglichkeit
haben etwas iiber die Stetigkeit auf dem Rand 9Q auszusagen. Hier findet sich eine weitere Mo-
tivation fiir das Lebesgue-Integral. Es ermdglicht sehr viel allgemeinere Aussagen dariiber, wann
wir Integration und Grenzwertbildung vertauschen diirfen (,, lim [ fadx = [ Jim f,dx*). Dadurch
konnen dann die Bedingungen fiir diesen Satz stark abgeschwicht werden.

11
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1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Anmerkung 1.8. Eine kleine Erinnerung: Eine Funktion f: U — R iiber einer Menge U C R"
heilt gleichmdifiig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodass | f(x) — f(y)| < € fiir alle
x,y € Umit [|x — y|| < ¢ gilt. Insbesondere ist ¢ hier, im Gegensatz zur ,,gewohnlichen® Stetigkeit,
nicht abhéngig von x (also ,,ortsunabhéngig®).

Beweis von Satz 1.9.

@

(i)

12

Sei t* € I fest gewidhlt. Um die Stetigkeit von F in t* zu zeigen, miissen wir

PO -F0) = | [ - seral < [leo-raone 1
Q Q

in Abhéngigkeit von ||z — ¢*|| abschétzen. Insbesondere soll diese Abschitzung nicht von x

abhiéngen (,,Ortsunabhéngigkeit*).

Nach Voraussetzung ist / offen. Somit gibt es eine abgeschlossene Kugel

B(t*) = {tel: |t-r| <r}

mit Mittelpunkt #* und Radius » > 0, die vollstindig in [ liegt, d.h. B}*(¢#*) c I. Es folgt,
dass Q x B (t*) kompakt ist (€2 ist nach Voraussetzung kompakt). Aus der MfP2 ist bekannt
(sonst Ubung!), dass damit f eingeschrinkt auf Q x B’ (t*) gleichmiBig stetig ist (siehe
Anmerkung 1.8). Damit finden wir fiir jedes € > 0 ein § > 0, sodass

|f(x,0) = fOe, )] < €

fiir alle (x,¢) € Q X B}}(¢*) mit ||z — ¢*|| < . Insbesondere ist diese Abschéitzung ortsun-
abhingig! Einsetzen in (1.4) und ausnutzen der Rechenregeln fiir das Integral (Satz 1.6)
ergibt

|F(t) — F(t")| < Aexg(x)dx = evol,(Q).

Da vol,, (Q) eine Konstante ist, folgt die Stetigkeit des Parameterintegrals in ¢*.
Wir bemerken zuerst, dass

B aus der MfP2 bekannt ist, dass die stetige Differenzierbarkeit von F' aus der Existenz
und Stetigkeit aller partiellen Ableitung 9, F folgt. Es reicht also wenn wir den Fall
n = 1 zeigen;

B wenn wir die Identitit

d
—F(t") = /B,f(x,t*) dx (1.5)
dr Q
zeigen, so haben wir die Existenz gezeigt, denn die rechte Seite existiert nach unseren
Stetigkeitsbedingungen an d; /. Weiterhin folgt dann die Stetigkeit von dF aus Teil (i).

Wihlen wir also wieder t* € 1. Um (1.5) zu zeigen miissen wir

‘w - [astria < /Q‘f(x’ti:fi(x’[)—aff(x,r*> de (16)

in Abhingigkeit von ||t — ¢*|| abschitzen (wieder unabhdingig von x!). Hierfiir wollen wir
wieder den Integranden auf der rechten Seite abschitzen. Genauso wie im vorangegangenen
Teil finden wir ein r > 0, sodass B}*(#*) C I, und somit fiir jedes € > 0 ein § > 0, sodass

0 f(x,1) = 0 f(x,1)] < €
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fiir alle (x, 1) € Q X B} (¢*) mit ||t — t*]| < ¢. Wir sind fertig, wenn wir den Differenzenquo-
tienten in (1.6) durch eine geeignete partielle Ableitung ersetzen konnen. In der Tat erlaubt
uns der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (an dieser Stelle benutzen wir, dass n = 1
ist!) fiir jedes (x,1) € Q X B} (¢*) ein &y ;) € B, (") zu finden, mit

f(x7t) _f(x’t*).

t—r*

01 (x,€(x,1)) =

1.2.5 Lebesgue-Kriterium fiir Riemann-Integrierbarkeit

Dieser Abschnitt ist dem Beweis des Lebesgue-Kriteriums fiir die Riemann-Integrierbarkeit einer
Funktion gewidmet (Satz 1.5). Fiir den Rest des Abschnittes wird £ C R immer eine kompakte
Elementarmenge und f: E — R eine beschrinkte Funktion sein. Eine kompakte Elementarmenge
ist dabei der Abschluss einer wie in Definition 1.1 definierten Elementarmenge. Wir hatten bereits
die Intuition fiir das Lebesgue-Kriterium angesprochen:

Eine Riemann-integrierbare Funktion sollte nicht zu stark ,,zappeln®,
oder anders gesagt, hinreichend stetig sein.

Um diese Intuition formal greifbar zu machen, benétigen wir den folgenden ,,Unstetigkeitsmesser*
der euch noch aus der MfP2 bekannt sein sollte.

Definition 1.7. Die Oszillation osc(f;x*) von f in x* € E ist definiert durch
osc(fix) = Lm My (o) (f) = mpy ) (),
wobei M7 (x+) (f) und Mg (x+) (f) wie in Definition 1.4 definiert sind.

Anmerkung 1.9. Die Oszillation ist wohldefiniert, denn die Differenz Mg (x+) (f ) — MEn (x) (f) ist
immer nicht-negativ und mit monoton fallendem ¢ ist sie ebenfalls monoton fallend.

Lemma 1.5. Ist f in x € E stetig, so ist osc(f;x) = 0.
Beweis. Ubung! O

Lemma 1.6. Fiir jedes € > 0 ist die Menge U, = {x € E :osc(f;x) = e} kompakt.

Beweis. Ubung! (Tipp: Satz von Heine—Borel; betrachtet das Komplement von U..) O

Lemma 1.7. Angenommen es gibt ein € > 0, sodass osc(f;x) < € fiir alle x € E gilt. Dann gibt
es eine Zerlegung Z von E, sodass

O(f; Z) - U(f; Z) < evol,(E)
fiir die obere und untere Darboux-Summe gilt.

Anmerkung 1.10. Wenn ihr an dieser Stelle genau die Definition einer Zerlegungen nachschaut
(Definition 1.1), werdet ihr feststellen, dass wir keine Zerlegungen fiir kompakte Elementarmengen
definiert haben. Das lisst sich aber leicht reparieren: Kompakte Quader Q1, ..., Qs C R” bilden
eine Zerlegung der kompakten Elementarmenge E, wenn E = | J;_, Q; und int(Q;) Nint(Q;) = 0
fiiri # j, wobei int(Q;) das Innere von Q; bezeichnet.

13
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Beweis von Lemma 1.7. Nach Definition der Oszillation gibt es fiir jedes x € E einen (offenen)
Quader Q. > x, sodass
sup f(x) — inf f(x') < e.
X €0xNE x'€eQxNE

Natiirlich iiberdecken all diese ,.kleinen‘ Quader (iiberabzdhlbar viele!) die Elementarmenge E,
d.h. E = [Uyep Qx- Nun konnen wir aber endlich viele dieser ,kleinen® Quader Qy,,. .., Qx,
auswihlen und immer noch E iiberdecken, d.h. E = |J;_, Ox,, weil E nach Voraussetzung kompakt
ist. Analog zu unseren Betrachtungen in Abschnitt 1.1.1 sehen wir, dass es eine Zerlegung Z von
E gibt, sodass jedes Q € Z in einem Qy, liegt, d.h. O C Qy,. Es folgt

O(f; Z) = U(f; Z) = D (Mo(f) = mo(f)) vol,(Q)

QeZ

€ Z vol, (Q)

QeZ

A

= evol,(E). O

Beweis des Lebesgue-Kriteriums (Satz 1.5). I_Vorlesung 6
,,=*“: Nehmen wir zuerst an, dass f € R(E). Wir wollen zeigen, dass die Menge U C E der (11029
Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist. Wir sehen, dass U = | J;2, Uy, wobei Uy, wie in

Lemma 1.6 definiert ist. Es reicht also zu zeigen, dass jedes Uy, eine Nullmenge ist. In der Tat, da

f integrierbar ist, gibt es fiir jedes € > 0 eine Zerlegung Z von E, sodass

O(f: £)-U(f: Z) = ) (Mo(f) = mo(f)) vola(Q) < =.
QeZ
Definieren wir nun % := {Q € Z : Q NUy; # 0}, dann ist
2 v0l(@) < Y (Mo() - mo(f)vol(@) < <.

QeU Qe

Multiplizieren beider Seiten mit i zeigt das gewiinschte.

»<*: Nehmen wir nun an, dass die Menge U C E der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge
ist. Wir wollen zeigen, dass f € R(Q). Sei € > 0. Wir haben unser Ziel erreicht, wenn wir eine
Zerlegung Z¢ von Q konstruieren konnen, fiir die

O(f; o) = U(f; Zo) = ), (Mo(f) —mo(f)vol,(Q) < e. (1.7)

QeF

Seinun M := sup, . |f(x)| und {Q;}?, eine Familie von (offenen) Quadern, die U iiberdecken
(U c UL, Q1) und 22, vol,(Qk) < €/(4m) erfiillen. Sei € = €/(2vol,(£). Dann iiberdecken

schon endlich viele der Quader Qy,, . . ., O, die kompakte Menge Ue (Lemma 1.6) und es gilt

N

2 (Mo, () = mo,, (F) Volu(Qx) < 2M ) Volu(Qi) < 5.
k=1

i=1

14



1.3

1.3.1

1.3. Der Transformationssatz

Weiterhin ist £ = E \ U;_, Ok, eine kompakte Elementarmenge und nach Konstruktion gilt
osc(f;x) < € fiir alle x € E. Damit garantiert uns Lemma 1.7, dass es eine Zerlegung Zz von E
gibt, sodass

N - €

O(flg: Zg) — Ulflg: Z) < €volu(E) < 5.
Nach Konstruktion gibt uns dann Zz U {le, ceey ka} =1 Z¢ eine Zerlegung von E, die (1.7)
erfiillt. O

Der Transformationssatz

In diesem Abschnitt wird das Analogon der aus der MfP2 bekannten eindimensionalen Substituti-
onsregel

¢(b) b
[ rwa = [ e
¢(a) a

besprechen. Auch im Mehrdimensionalen tritt es haufig auf, dass wir gerne unsere Koordinaten
transformieren mochten, um so unser Integrationsgebiet zu vereinfachen bzw. Symmetrien unseres
Integranden zu nutzen. Dabei miissen wir aber die ,,Volumenverzerrung®* unserer Koordinaten-
transformation beriicksichtigen. Es stellt sich heraus, dass der richtige ,,Korrekturfaktor* durch den
Betrag der sogenannten Funktionaldeterminante gegeben ist.

Definition 1.8. Sei D c R” offen und ¢: D — R" differenzierbar im Punkt xo € D. Die
Determinante des Differentials an der Stelle xg, also det d¢(xg) heiit Funktionaldeterminante
von ¢ in xo (auch Jacobi-Determinante).

Zwei Versionen des Satzes

Der folgende Satz gibt Aufschluss iiber das Transformationsverhalten des Integrals unter Koordi-
natentransformationen.

Satz 1.10 — Transformationssatz (fiir Diffeomorphismen). Seien D, D c R" beschriinkte
und offene Mengen. Weiterhin sei die Abbildung ¢: D — D ein C!-Diffeomorphismus und
f € R(D). Dann gilt:

(i) Die Funktion (f o ¢) - | detde]| ist Riemann-integrierbar tiber D;

(i1) und es gilt die Transformationsformel

[f(y)dy = /f(cp(x))ldetdgo(x)|dx.
D D

Anmerkung 1.11. Eine kleine Erinnerung: Die Abbildung ¢ ist ein C¥-Diffeomorphismus, k > 1,
wenn ¢ bijektiv ist und sowohl ¢ als auch ihre Umkehrfunktion ¢~! k-mal stetig differenzierbar
sind.

Anmerkung 1.12. Ein Hinweis zur Notation: Ich werde zwei Notationen fiir das Differential einer
Funktion ¢: D — D an der Stelle xg € D verwenden. Zum einen d¢(x() zum anderen d xo¢- Das
Differential ist dabei eine lineare Abbildung R" — R". Die Auswertung des Differentials entlang
einer ,,Richtung* X € R" schreibe ich dann als de(xp)(X) oder dy,¢(X).
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Beispiel 1.8. Betrachten wir ein Beispiel. Wir mchten gerne iiber dem Kreis D := {x?+y? < 4}

das Integral der Funktion f: (x,y) — e " 2(x*+5*) berechnen. Es bietet sich an Polarkoordinaten
zu verwenden (siehe Abschnitt 1.3.2), mit denen wir die Rotationssymmetrie des Exponenten
ausnutzen konnen. Somit konnen wir mithilfe des Transformationssatzes das Integral als ein
Integral iiber dem Rechteck D = {0 <r<20<6< 27r} schreiben. Es folgt

/e_]/z(x2+y2) dxdy = ‘/re_érzdrde
D D

2
1,2
:27r/ re 2" dr
0

271(1 —e™?),

wobei wir erst den Transformationssatz angewendet haben und dann das Integral mithilfe des
Satzes von Fubini und der eindimensionalen Substitutionsformel vereinfacht haben.

Aber durften wir diese Rechnung iiberhaupt durchfiihren? Weder D noch D sind offene Mengen.
Weiterhin geben die Polarkoordinaten auch keinen Diffeomorphismus von D nach D. Somit ist
Satz 1.10 streng genommen nicht anwendbar. Allerdings sind die ,,Problembereiche* lediglich der
Rand 0D von D und das entsprechende Bild ¢(dD) von diesem. Beides sind Jordan-Nullmengen,
fallen also fiir das Integral nicht ins Gewicht (vgl. Satz 1.7). Die folgende verallgemeinerte Version
des Transformationssatzes beriicksichtigt diese Beobachtung.

Satz 1.11 — Transformationssatz (fiir Diffeomorphismen bis auf Jordan-Nullmengen).
Seien D, D c R" Jordan-messbar und N ¢ D und N ¢ D Jordan-Nullmengen, sodass D \ N
und D \ N offen sind. Weiterhin sei ¢: D — D eine stetig Abbildung, sodass ¢| p\n €in C 1
Diffeomorphismus von D \ N auf D \ N ist und es ein M > 0 gibt mit | detde(x)| < M fiir alle
x € D\ N. Dann gilt fiir jedes f € R(D):

(i) Die Funktion (f o ¢) - | detd¢]| ist Riemann-integrierbar iiber D \ N;

(i1) und es gilt die Transformationsformel
[ 100y = [ reot)decdpiar.

Beweis. Diese Verallgemeinerung folgt aus der vorangegangenen Version des Transformationssat-
zes (Satz 1.10), wobei wir die ,,Vernachldssigbarkeit* von Jordan-Nullmengen im Bezug auf das
Riemann-Integral ausnutzen (Satz 1.7). m|

Anmerkung 1.13. Im Kontext des Lebesgue-Integrals ldsst sich der Transformationssatz tatsédchlich
sogar noch beweisen, wenn ¢ nur noch bijektiv und stetig differenzierbar ist (keine Anforderungen
an die Umkehrfunktion!). Fiir die meisten praktischen Anwendungen reicht aber die zweite von uns
formulierte Version des Satzes.

Korollar 1.4 — Guldin’sche Regel fiir Volumina. Das Volumen eines Rotationskorpers, der
entsteht, wenn man eine ganz auf einer Seite der Rotationsachse gelegene Figur rotiert, ist gleich
dem Produkt aus dem Flédcheninhalt der Figur und der Linge des Weges, den der Schwerpunkt
der Figur zuriicklegt.
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1.3. Der Transformationssatz

Beispiel 1.9 — Volumen eines Rotationstorus. Sei 0 < ro < Ry. Wir betrachten die Mengen

{(x,y,Z) : (‘,x2+y2_R0)2+Z2 Sr%} C R3 und
K = {(x,0,2) : x>0, (x—Ro)*+2> <rj} c R’.

T :

Hier ist T der rotationssymmetrische Volltorus, der durch Rotation der vollstdndig in der Halb-
ebene {(x,0,z) : x > 0} liegenden Kreisscheibe mit Radius ro und Zentrum (Rp,0,0) € R3
um die z-Achse entsteht. Wir wollen das Volumen von 7" berechnen. Ein Kreis lasst sich leicht
mithilfe von Polarkoordinaten (siehe Abschnitt 1.3.2) parametrisieren. Durch ausnutzen der Ro-
tationssymmetrie von 7 sehen wir, dass wir mithilfe der Abbildung

r cosf cos 8 cos ¢
p: 0] — Ro-|sinf |+ r-|sinfcos¢
() 0 sin ¢

Tiber T := {0 <r <rp,0 <6 <2m, 0 < ¢ < 2r} parametrisieren konnen, d.h. ¢(T) = T.
(Ubung: Uberlegt euch wie ¢ ,,aussieht*. Es sind keine Kugelkoordinaten!) Die Funktional-
determinante von ¢ in (r, 0, ¢), r > 0, ist gegeben durch det(de(r, 8, ¢)) = r(rcosd + Ry).
(Ubung: Nachrechnen!) Diese Parametrisierung erfiillt die Bedingungen des Transformationssat-
zes (Satz 1.11). Somit rechnen wir nach, dass

/ 1dxdydz

T

[ r(rcos¢ + Ry) drd0d¢
T

2n )
2r / / (r? cos ¢ + rRo) drde
0 0

3 2
27 rgcos¢  Rorg
= 2r
0

vols(T)

3 2

d¢

27r2r§ Ro.

Die Guldin’sche Regel hitte an dieser Stelle eine Abkiirzung geboten: Der Fldcheninhalt des
Kreises K ist voly (K) = nré. Weiterhin ist der Schwerpunkt von K gegeben durch (R, 0, 0) (vgl.
Beispiel 1.5). Die Kurve die dieser unter der Rotation beschreibt ist der in der xy-Ebene gelegene
und im Ursprung zentrierte Kreis mit Radius Ry. Die Léinge dieses Kreises ist 2mRg. Das Produkt
aus diesem Fldcheninhalt und der Lénge entspricht genau dem von uns berechneten Volumen
volz(T).

1.3.2 Wichtige Parametrisierungen

In diesem Abschnitt sind einige haufig verwendete Parametrisierungen (Koordinaten) fiir die Ebene
(R?) und den dreidimensionalen Raum (R?) aufgelistet. Zusitzlich findet ihr hier die zugehdrigen
Funktionaldeterminanten und maximalen Injektivititsbereiche dieser Parametrisierungen an. Die
Injektivitdtsbereiche sind dabei nicht eindeutig. Sie konnen durch ausnutzen der Periodizititeigen-
schaften der Sinus- und Kosinus-Funktion verdndert werden.

Polarkoordinaten. Diese Koordinaten bieten eine alternative Parametrisierung der Ebene. Sie
eignen sich besonders um Probleme mit einer (zentrierten) Rotationssymmetrie zu untersuchen.
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1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

B Parametrisierung. ¢: Ryo X R — R? mit

(r) ., (rcos 0
¢ o rsinf )’
B Funktionaldeterminante. det(de(r, 8)) = r fiir (r,0) € Ry X R.

® Max. Injektivititsbereich. ¢ bildet R, x [0, 27) bijektiv auf R? \ {(0,0)} ab.

Zylinderkoordinaten. Diese Koordinaten parametrisieren den dreidimensionalen Raum. Sie kon-
nen als eine Erweiterung der Polarkoordinaten aufgefasst werden. Diese Koordinaten eignen sich
besonders fiir Probleme die eine Rotationssymmetrie um eine Achse aufweisen.

B Parametrisierung. ¢: Ryo X RXR — R3 mit

r rcosf
p: 0] —> [rsind .
h h

B Funktionaldeterminante. det(de(r, 8, h)) = r fir (r, 0, h) € Ry X RXR.
" Max. Injektivititsbereich. ¢ bildet R, x [0, 27) x R bijektiv auf R\ {(0,0,z) : z € R} ab.

Kugelkoordinaten. Diese Koordinaten bieten alternative Koordinaten fiir den dreidimensiona-
len Raum. Sie eignen sich besonders fiir Probleme die invariant unter allen dreidimensionalen
Rotationen sind, d.h., eine (zentrierte) Kugelsymmetrie aufweisen.

B Parametrisierung. ¢ Rsg X R x R — R> mit

r r sin 6 cos ¢
p: |0 —> |rsinfsing |. (1.8)
¢ rcos6

® Funktionaldeterminante. det(de(r, 8, ¢)) = r? sin @ fiir (7,0, ¢) € Ry x R x R.

B Max. Injektivititsbereich. ¢ bildet Ry x (0, ) x [0, 27r) bijektiv auf R3\ {(0,0,z) : z € R}
ab.

1.3.3 Beweisskizze fiir den Transformationssatz

Wir werden an dieser Stelle den Beweis fiir den Transformationssatz unter Diffeomorphismen
(Satz 1.10) diskutieren. Ich werde mich darauf beschrinkten eine Beweisskizze zu geben, die
euch eine Intuition fiir den Ablauf des Beweises geben soll. An einigen Stellen werde ich Details
auslassen. Diese Liicken werden sich aber stets (Ubung fiir Motivierte!) mit den in diesem Kapitel
diskutierten Inhalten ,auffiillen* lassen.

Das folgende Lemma stellt den ersten Schritt auf unserem Weg zu einem Beweis dar. Es
bestimmt die Volumenverzerrung unter den ,.einfachsten* Diffeomorphismen. In diesem Lemma
konnen wir auch die Intuition finden, warum der ,,Korrekturfaktor* fiir die Volumenverzerrung
durch den Betrag der Funktionaldeterminante gegeben ist.

Lemma 1.8. Sei D c R" offen und Jordan-messbar und 7: R — R" ein linearer Isomorphis-
mus, d.h. detT # 0. Dann gilt

vol,(T(D)) = |detT| vol,(D).
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1.3. Der Transformationssatz

Beweis. Ubung! (Tipp: Zeigt die Aussage erst fiir Quader. Uberlegt euch hierfiir, wie ihr mithilfe
des Gaufs’schen Eliminationsverfahrens T durch Elementartransformationen darstellen konnt.) O

Das folgende Lemma ist von technischer Natur. Es stellt Werkzeuge bereit, die wir im darauf-
folgenden Lemma bendtigen.

Lemma 1.9, Seien D, D, D’ c R" offen und beschrinkt und 9: D — D und {: D — D’
C'-Diffeomorphismen. Wenn fiir ¢ und ¢ der Transformationssatz gilt, dann auch fiir £ o 9.

Beweis. Sei f € R(D’). Wir rechnen nach, dass

/ £ dx
(L) (D)

/ f(L(%)) | detdZ|dx
(D)

/D FEEB)) | detdg o ¢] | detded] dx

/D FEE@B)) | detds(£ 0 9)] dx,

wobei wir fiir die letzte Umformung den Determinanten Multiplikationssatz und die Kettenregel
angewendet haben. O

Mit dieser Vorarbeit geriistet sind wir nun geriistet die Volumenverzerrung unter allgemeinen
C'-Diffeomorphismen zu bestimmen.

Lemma 1.10. Sei D, D c R” offen und beschrinkt und ¢: D — D ein C'-Diffeomorphismus.
Dann gibt es fiir jedes xo € D eine offene Umgebung U C D von xg, sodass

vol,(o(U)) = /|detdx(p|dx. (1.9
U

Beweis. Wir konnen ohne 0.B.d.A. annehmen, dass d,,¢ = I, ist. Ansonsten betrachten wir
g = (dy, @)~ - g. Das vorangegangene Lemma 1.8 zeigt, wie sich unter dieser Transformation das
Volumen verdndert. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber die Dimension n. Fiir n = 1
kennen wir den Transformationssatz aus der MfP2 unter dem Namen ,,Substitutionsregel. Hier
miissen wir nichts mehr beweisen.

Es bleibt also der Induktionsschritt. Nehmen wir also an, dass es ein n > 1 gibt, sodass die
Aussage fiir alle 1 > k < n gilt. Wir miissen sie nun fiir n zeigen. Wir definieren hierfiir die
Hilfsfunktionen

®1 (x) X1
P x - : und x> ‘
‘pn—l(-x) Xn—-1
Xn on(®7!(x))

Es gilt ¢ = ¢ o und wir rechnen nach, dass dy,& = I, ist (Ubung!). Deshalb gibt es nach
dem Umkehrsatz offene Umgebungen U C D von xp und V C R”, sodass ?|;: U — V ein
C'-Diffeomorphismus ist. Somit ist zum Einen / wohldefiniert, zum Anderen berechnen wir fiir
die Ableitung von ¢ in 9 (xg)

94w
8x,-

@0) = (52, .o §2@)- () e
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1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Aus unseren Annahmen folgt, dass d¢ (9 (xp)) = I,,. Somit knnen wir wieder den Umkehrsatz
verwenden und erhalten eine Umgebung V c ¢#(U) von ©(xo), sodass

HNy: U -V und HNy: VoW

C'-Diffeomorphismen sind, wobei U := 9~ (V) und W := (V) sind.

Nun haben wir einen Kandidaten fiir die Umgebung U konstruiert. Tatsidchlich konnen wir
mithilfe der Induktionsannahme und dem Satz von Fubini nachrechnen (Ubung!), dass der Trans-
formationssatz fiir |y und /|y gilt. Es folgt also die Behauptung aus dem vorangegangenen
Lemma 1.9. m|

Beweisskizze des Transformationssatzes (Satz 1.10). Fiir diese Beweisskizze werde ich annehmen,
dass D und D Jordan-messbar sind. Im folgenden Abschnitt iiber uneigentliche Integration werden
wir Techniken kennen lernen, wie wir diese Aussage auf allgemeinere offene Mengen ausweiten
konnten.

Da D eine offene Jordan-messbare Menge ist, ist ihr Volumen ungleich 0 und wir kénnen es
folglich von Innen heraus durch (kompakte) Elementarmengen approximieren (Ubung!). Wenn wir
den Transformationssatz fiir diese Elementarmengen zeigen konnen, dann haben wir die Aussage
gezeigt, da der Rand 9D von D nach Satz 1.2 eine Jordan-Nullmenge ist. Sei also nun E C D eine
(kompakte) Elementarmenge. Nach Lemma 1.10 finden wir fiir jeden Punkt in D eine offene Kugel,
in der die Transformationsformel fiir Volumen (1.9) gilt. Da E kompakt ist, reichen endlich viele
dieser Kugeln aus um ganz E zu iiberdecken. Somit gilt die Transformationsformel fiir Volumen
(1.9) auch fiir E und Jordan-messbare Teilmengen von E. Sei nun Z eine Zerlegung von E. Dann
ist o 1(E) = Ugez ¢~ 1(Q) und ¢~ 1(Q) N~ () sind hochstens Jordan-Nullmengen fiir O # Q.
Somit gilt

U(f; Z) = ), mo(f)vol.(Q)

QeZ

- ZQO/Qldy

QeZ

=) mQ(f)/ | det d, | dx
¢ Q)

= 3 [ e o ldedplax
QeZ #Y ¥~

IA

/ Flo()) | detdy| dx
-1(Q)

QecZ *v ¥
= [ stot | detdplax
xd D
Ganz analog gilt fiir die Oberintegrale: *fD flp(x))|detdyp|dx = O(f; Z). Es folgt

* /D oy < /D Flo()) | detdyel dx < fD F(p(0)) | detdyg|dx < /D £()dy

und somit der Transformationssatz, denn f ist nach Voraussetzung Riemann-integrierbar. O
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1.4. Uneigentliche Integration

Uneigentliche Integration

Nach unseren bisherigen Betrachtungen ist Beschrénktheit der Funktion als auch des Integrati-
onsgebietes eine notwendige Bedingung fiir die Riemann-Integrierbarkeit. Allerdings sind wir
in der Praxis haufig daran interessiert Integrale zu berechnen, bei denen einer oder beide dieser
»pieler unbeschrinkt sind. Zum Beispiel konnten wir uns fiir das Gravitationspotential und das
Gravitationsfeld, also

G _ ’
V(x) = —/—/p(x’) d.xl und g(x) = _G/ i ',;p(x/) dx/’
Al =xi A llx =x|I

eines ,,Asteroiden” A ¢ R3 mit Dichte p: A — R, an der Stelle x € R3 interessieren (G ist hier
die Gravitationskonstante). Fiir x ¢ A konnen wir diese Integrale bereits ausrechnen, aber was
passiert fiir x € A? Schon in der MfP2 habt ihr Beispiele dafiir gesehen, wie wir solche Probleme
im Eindimensionalen mithilfe von uneigentlichen Riemann-Integralen 16sen konnen. Wir erweitern
diese Uberlegungen nun ins Mehrdimensionale.

Zerlegungen und Ausschopfungen von offenen Mengen

Die Integrationsgebiete fiir unsere uneigentlichen Riemann-Integrale sollen durch offene Mengen
des R" gegeben sein. Wie in der MfP2 wollen wir das uneigentliche Integral durch das ,,eigentliche*
Integral approximieren. Dafiir miissen wir verstehen, wie wir offene Mengen durch (bestimmte)
beschriankte Mengen ,,approximieren‘ konnen.

Definition 1.9. Sei Q C R” eine nicht-leere offene Menge. Eine Zerlegung von Q ist eine Folge
von kompakten Quadern (Q) ., mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Furall £k > 1ist Oy C Q;
(i) Qg N Qy ist eine Jordan-Nullmenge fiir alle k # [;
(i) Q= Ui, Ok;

(iv) Jede kompakte Teilmenge von € wird schon von endlich vielen der Quader iiberdeckt.

Es kann gezeigt werden, dass jede offene Menge auch eine Zerlegung besitzt, diese Definition
also tatsdchlich sinnvoll war. Wir werden diese Behauptung allerdings hier nicht beweisen.

I Satz 1.12. Jede nicht-leere offene Menge Q C R" besitzt eine Zerlegung in Quader.

In der Praxis wird eine andere Variante offene Mengen zu ,,approximieren‘ wichtig sein.

Definition 1.10. Sei Q C R" eine nicht-leere offene Menge. Eine Folge (€4);7, heifit Ausschip-
fung von Q, wenn

(1) fiir alle k£ > 1 ist Q; C Q und kompakt;
(i1) es gilt Qp C Qpy1,dh. Q CcQyCc Q3 C...;
(i) Q= Ur. Q.
Beispiel 1.10. Ubliche Ausschdpfungen des R” sind
B die kompakten Quader Q. := [—k, k]";
B die kompakten Kugeln Qj := B;{’W
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1.4.2

1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Das uneigentliche Riemann-Integral

Bevor wir das uneigentliche Riemann-Integral definieren kdnnen, miissen wir noch kldren welche
Funktionen wir fiir dieses Integral zulassen wollen. Da wir das uneigentliche Riemann-Integral
durch eine Approximation aus ,.eigentlichen® Integralen definieren wollen, bietet sich die folgende
Definition an: Sei  C R” eine offene Menge. Eine Funktion f: Q — R heifit lokal Riemann-
integrierbar, wenn fiir jedes xo € € eine p,, > 0 existiert, sodass die offene Kugel ]B%ZXO (x0) CQ
ist und f |Bﬁx0 (xo) Riemann-integrierbar ist. Analog heilit f lokal beschrinkt, wenn f |B;’lxo (x0)
beschrinkt ist. Das folgende Lemma hilft uns lokale Riemann-Integrierbarkeit zu charakterisieren.

Lemma 1.11. Eine Funktion f ist lokal Riemann-integrierbar genau dann, wenn die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge ist und f lokal beschrénkt ist.

Beweis. Wir beobachten, dass jede lokal Riemann-integrierbare Funktion f:  — R iiber jede
kompakte Teilmenge K C Q Riemann-integrierbar ist (Ubung!). Wenden wir diese Beobachtung
auf eine Zerlegung von Q an, so ist die Behauptung eine direkte Konsequenz aus dem Lebesgue-
Kriterium (Satz 1.5). m|

Definition 1.11. Sei Q C R" eine offene Menge und f: € — R eine lokal Riemann-integrierbare
Funktion. Dann heit f uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn es eine Zerlegung (Qx);7 |
von Q gibt, sodass die Reihe } ;7 / o | f(x)| dx konvergiert. In diesem Fall nennen wir

/Qf(x)dx = Z/Qkf(x)dx

das uneigentliche Riemann-Integral von f iiber Q.

Die Forderung nach absoluter Konvergenz liegt in dem Wunsch begriindet, dass das uneigentlich
Integral nicht von der Zerlegung von € abhingen sollte und weiterhin linear und monoton sein
sollte. Die folgenden Sitze zeigen, dass unsere Definition diese Wiinsche erfiillt.

Satz 1.13. Das uneigentliche Riemann-Integral einer Funktion f: € — R hingt nicht von der
Zerlegung der offenen Menge Q C R" ab.

Beweis. Sei (Qr);., eine Zerlegung von Q fiir die };7, ka f(x)dx absolut konvergiert und

(Ql)i’il eine weitere Zerlegung von . Wir beobachten, dass fiir jedes k£ > 1 der Schnitt Qx N Q)
aufgrund von Forderung (iv) an Zerlegungen nur fiir endlich viele [ > 1 ungleich der leeren Menge
ist. Weiterhin ist Qx N Q; immer ein Quader oder eine Jordan-Nullmenge (ein ,,Randstiickchen®).

Es folgt
dx = dx,
;/Qkf(x) x ZZ/ £(x) dx

k=1 i=1 YN

wobei unsere vorangegangene Betrachtung zeigt, dass die innere Reihe auf der rechten Seite
tatsachlich fiir jedes £ > 1 eine endlich Summe ist. Da diese Reihen nach Voraussetzung absolut
konvergieren, konnen wir die Summationsreihenfolge dndern ohne den Grenzwert zu verdndern
(hierfiir ist absolute Konvergenz im Allgemeinen unverzichtbar!). O
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Satz 1.14 — Eigenschaften des uneigentlichen Riemann-Integrals. Sei 2 c R" eine offene
Menge, f und g uneigentlich Riemann-integrierbare Funktionen iiber 2 und a, 8 € R. Dann gilt:

(i) Die Funktion @ f + B¢ und | f| sind uneigentlich Riemann-integrierbar und es ist

/(cxf+/3g)dx=a/fdx+,8/gdx;
Q Q Q
(ii) Ist f < g dann giltfgfdxsfggdx;

Beweis. Diese Eigenschaften sind eine direkte Folge aus den Rechenregeln fiir absolut konvergen-
te Reihen (aus der MfPI bekannt) und den Eigenschaften des (eigentlichen) Riemann-Integrals
(Satz 1.6). m]

Korollar 1.5. Sei U ¢ Q offen und f iiber Q uneigentlich Riemann-integrierbar. Dann ist f auch
iiber U uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beweis. Anwenden von Satz 1.14 auf die Funktion yy - f. O

In der Praxis ist es hiufig angenehmer mit Ausschopfungen als mit Zerlegungen einer offenen
Menge zu arbeiten. Der nachfolgende Satz zeigt, dass dies moglich ist.

Satz 1.15 — Ausschopfungssatz. Sei (€2;);” , eine Ausschopfung der offenen Menge € durch
Jordan-messbare Mengen. Eine Funktion f: Q — R ist genau dann uneigentlich Riemann-
integrierbar, wenn es ein M > 0 gibt, sodass ka | f(x)|dx < M fiir alle k > 1 gilt. In diesem
Fall ist

/ Fydr = lim [ £(x)dx.
Q k—oc0 Q

Beweis. Die ,,=“-Richtung der Aquivalenz folgt direkt aus Korollar 1.5. Wenden wir uns der
»<"-Richtung zu. Um Konvergenzeigenschaften zu untersuchen, ist es leichter mit nicht-negativen
Folgen zu arbeiten. Deshalb definieren wir die Funktionen

1 1
fr= §(|f|+f) und f-= §(|f|—f)-

Beide Funktionen sind nicht-negative und es gilt f = f; — f_. Weiterhin sind die durch [} :=
ka f+ dx definierten Folgen monoton wachsend und durch M beschrinkt (Uberlegt euch warum!).
Damit existieren die Grenzwerte I* = limy_, I;; und es gilt

lim f(x)dx = lim ( fi(x) dx—/ f-(x) dx) = I,-1_.
Q k—o0 o Q

k—oc0

Es bleibt zu zeigen, dass f auch uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Sei hierfiir (Q;);°, eine
Zerlegung von Q. Dann folgt aus den Definitionen 1.9 und 1.10, dass es fiir jedes k£ > 1 natiirliche
Zahlen 1 < L < K gibt, sodass @, C Uf, Q; € Qk ist. Damit folgt

/Qkfiu)dx < /U

=1 o

fe(x)dx < /Q fi(x)dx.

Dieser ,,Sandwich* gilt auch im Grenzwert k — oo und liefert somit das gewiinschte Ergebnis. 0O
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1. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

Die folgende direkte Folgerung aus dem Ausschopfungssatz zeigt, dass der Begriff des unei-
gentlichen Riemann-Integrals mit unserem bisherigen Integrationsbegriff kompatibel ist.

Korollar 1.6. Ist Q c R" eine offene, Jordan-messbare Menge und f: € — R beschrankt. Dann
ist f genau dann Riemann-integrierbar (siehe Definition 1.6), wenn f uneigentlich Riemann-
integrierbar ist.

Beispiel 1.11. In diesem Beispiel betrachten wir, wie wir mithilfe von Ausschopfungen tatséchlich
uneigentliche Integrale ausrechnen konnen. Konkret mochten wir den ,,Normierungsfaktor* fiir
das gaufische Fehlerintegral ausrechnen, d.h., wir wollen zeigen, dass f_ O:O e P dx = V27 ist.
Zuallererst sollten wir uns dariiber Gedanken machen, ob dieses uneigentliche Integral iiberhaupt
existiert. Tatsdchlich folgt aus einer Betrachtung der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion,
dass e=*/2 < max{1, 1/x?} fiir alle x > 0 ist. Somit gilt

1 k k k 1
—/ e Pdx = / e P dx < 1+/ — dx.
2J 0 o2

fiir natiirliche Zahlen k > 1. Fiir die rechte Seite wissen wir (sonst Ubung!), dass das uneigentliche
Integral existiert. Somit existiert auch unser gesuchtes uneigentliches Integral.

Nun konnen wir uns der eigentlichen Berechnung widmen. Hierfiir untersuchen wir das mehr-
dimensionale uneigentliche Integral [, e~*"*"/2 dxdy mithilfe der beiden in Beispiel 1.10 vor-
gestellten Ausschopfungen des R. Fiir das Riemann-Integral iiber den Quader [—k, k]? erhalten

durch Anwenden des Satzes von Fubini:
/ e dxdy /k (/k e~ dx) dy
[k,—k]? -k \J-k
k k
/ e™P (/ e P dx) dy
—k —k
k k
(/ e dx) (/ el dy)
—k —k

k 2
(/ e dx) .
—k

Hierbei haben wir zweimal die Linearitit des Riemann-Integrals ausgenutzt. Damit folgt aus dem
Ausschopfungssatz (Satz 1.15), dass

0 2
/ e—(x2+y2)/2 dxdy — (/ e_x2/2 d.x) (110)
R2 —00

ist. Benutzen wir nun die Ausschopfung von R? durch Kreisscheiben, dann bietet es sich an die
Rotationssymmetrien der Integrationsgebiete wie auch des Integranden durch die Verwendung
von Polarkoordinaten auszunutzen. Das haben wir bereits in Beispiel 1.8 getan. Es gilt

/ e dxdy = lim e dxdy = lim 2x(1-eF) = 27, (L.11)
R2 k— o0 Bi(o) k—co

Gleichsetzen der Gleichungen (1.10) und (1.11) und Umstellen liefert das gesuchte Ergebnis.
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Vektoranalysis

2.1 Kurven- und Oberflichenintegrale

2.1.1 Kurvenintegrale

Eine (parametrisierte) Kurve im R” ist eine C'-Abbildung y: [a,b] — R". Wir nennen y [ Vortesung 9
regulir, wenn y’ () = %y(z) # Ofiiralle 7 € (a, b) ist. Regulire Kurven erlauben es uns an jeden (1129
Punkt eine Tangente zu finden — die y’(¢) sind die zugehorigen Tangentialvektoren. Weiterhin

soll y geschlossen heilen, wenn y(a) = y(b) ist, und einfach, wenn y|, ») injektiv ist.

Definition 2.1. Sei y: [a,b] — U c R" eine regulidre Kurve und U eine offene Menge. Seien
f:U —> Rund Y: U — R", sodass f oy und Y o y Riemann-integrierbar sind. Dann ist
Kurvenintegral erster Art von f entlang y definiert durch

b
ds = t "(1)|] dt.
/yf s / FOOIY Ol

Analog definieren wir das Kurvenintegral zweiter Art von Y entlang y durch

b
Y.ds = Y Y dr.
/y 5 / ¥ D).y (1) di

In dieser suggestiven Notation wird ds = ||y’||dt auch als (skalares) Bogenelement und
ds = vy’ dt als vekiorielles Bogenelement bezeichnet. Konturintegral und Wegintegral sind an-
dere geldufige Bezeichnungen fiir das Kurvenintegral.

Eine (regulare) Umparametrisierung einer parametrisierten Kurve y: [a, b] — R" ist eine
bijektive C'-Abbildung ¢: [c,d] — [a, b] mit ¢’ (t) # Ofiiralle t € (c, d). Die umparametrisierte
Kurve ist dann ¥ = y o ¢. Die Umparametrisierung heifit orientierungserhaltend, wenn ¢’ (1) > 0
fiir alle t € (c, d). Orientierungserhaltende Umparametrisierung definiert eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der parametrisierten Kurven. Der folgende Satz garantiert uns, dass Kurvenintegrale
unter dieser Aquivalenzrelation erhalten bleiben, d.h., dass diese Integralbegriffe nicht von der
gewihlten Parametrisierung der Kurve abhéngen.

Satz 2.1 — Parametrisierungsinvarianz (Kurvenintegrale). Sei y: [a,b] — U c R" eine

regulidre Kurve und ¢: [c, d] — [a, b] eine orientierungserhaltende Umparametrisierung. Dann
gilt fiir hinreichend reguldre f: U - RundY: U — R"

/fds:/ fds  und /Y-dE:/ Y - d3.
Y Yoy y yop

Beweis. Entweder aus der MfP2 bekannt oder Ubung. (Tipp: Substitutionsregel) |
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2. VEKTORANALYSIS

Dieses Resultat erlaubt es uns parametrisierten Kurven geometrische Grofien (z.B. eine Linge)
zuzuordnen.

Definition 2.2. Die Linge L(y) einer parametrisierten Kurve y: [a, b] — R" ist definiert durch

b
L(y) = / 1ds = / ly (01l dr.
b% a

Da wir das Kurvenintegral mithilfe des Riemann-Integrals definieren ,,erbt* dieses viele niitz-
liche Eigenschaften.

Satz 2.2 — Linearitiit von Kurvenintegralen. Seien f,g: U — Rund Y,Y: U — R” hinrei-
chend regulédr und a, 8 € R. Dann gilt

/y(af+ﬁg)ds - a/ydeﬁ/ygds
/y(anm?)-dg _ a/yY-d§+,B[yY-d§.

Beweis. Ubung! O

und

Definition 2.3. Sei U c R" offen und f: U — R eine C'-Abbildung. Dann ist der Gradient von
f an der Stelle p € U die eindeutige Abbildung grad(f): U — R" mit

(grad,,(f),X) = d,f(X)
fiiralle p € Uund X € R".

Anmerkung 2.1. Eine andere iibliche Schreibweise fiir den Gradienten ist V f := grad( f).

Satz 2.3 — Eigenschaften des Gradienten. Sei U C R” offen. Weiterhin seien f,g: U — R
C'-Abbildungen und @, 8 € R.

(i) Die Koordinaten-Darstellung des Gradienten ist

Ox, f
grad(f) =
Ox,, f

(i1) Der Gradient ist linear, d.h.,

grad(af +Bg) = agrad(f) + Bgrad(g).

(ii1) Der Gradient erfiillt die folgende Leibnizregel (auch bekannt als Produktregel):

grad(fg) = fgrad(g) + ggrad(f).

Beweis. Diese Eigenschaften folgen direkt aus den Eigenschaften des Differentials d,, f ( Ubung:
Nachrechnen!). m]

26



2.1.2

2.1. Kurven- und Oberflichenintegrale

Das Kurvenintegral erlaubt die folgende Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und
Differentialrechnung.

Satz 2.4.Sei U c R" offen, F: U — R eine C'-Abbildung und y: [a,b] — U eine regulire
Kurve. Dann gilt

/ grad(F) - 5 = F(y(6)) — F(y(a).

Y

Beweis. Folgt direkt aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung im Eindimensio-
nalen (Ubung: Nachrechnen!). |

Regulire Fliachenstiicke und Oberflichenintegrale

In diesem Abschnitt werden wir analog zu unserem Vorgehen fiir Kurven den Integralbegriff fiir
Fldchen definieren. Viele dieser Begrifflichkeiten lieen sich auch ganz allgemein im R" erkldren.
Wir werden aber im Folgenden nur den Fall n = 3 betrachten und uns deshalb schon jetzt auf
diesen Fall einschrinken. Es ist wichtig zu bemerken, dass wir R? auf natiirliche Art und Weise
durch {(x, v,0) : (x,y) € Rz} c R3 in den R? einbetten konnen. Wir schreiben hierfiir R> < R3.
Dadurch kénnen wir den Fall n = 2 als Spezialfall von n = 3 auffassen.

Ein reguliires (parametrisiertes) Flichenstiick (U, ) ist eine offene Menge U c R? zu-
sammen mit einer regulidren C'-Abbildung ¢ : U — R3, dass heiBt, fiir alle p € U hat dpy
vollen Rang. Diese Forderung ist dazu dquivalent, dass 9,4 (p) und d,¥(p) linear unabhéngig
sind. Diese Vektoren heiflen Tangentialvektoren an die Fldche im Punkt ¢ (p). Das Kreuzprodukt
(O x 0,)(p) ist der Normalenvektor im Punkt ¢ (p).

Definition 2.4. Seien a, b € R?. Das Kreuzprodukt a x b € R3 von a und b ist der eindeutige
Vektor, der die Gleichung
(X,axb)y = det(X,a,b) (2.1)

fiir alle X € R3 erfiillt.

Satz 2.5 — Eigenschaften des Kreuzproduktes. Seien a, b, c € R3? und a, B e R3.
(i) Die Koordinaten-Darstellung des Kreuzproduktes ist

a2b3 —a3b2
axb = a3b1—a1b3 o
albz —a2b1

(i1) Das Kreuzprodukt ist anti-symmetrisch: a X b = —b X a.
(iii) Das Kreuzprodukt ist linear: a X (ab + Bc) = a(a X b) + B(a X ¢).

(iv) Das Kreuzprodukt ist zyklisch im folgenden Sinn:
{a,bxc) = (b,cxa) = {c,axXb).

(v) Esgilta X b = 0 genau dann, wenn a und b linear abhéngig sind.
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2. VEKTORANALYSIS

Beweis. Die Eigenschaften (ii), (iii), (iv) und (v) folgen direkt aus den Eigenschaften der Determi-
nante und der definierenden Gleichung (2.1). Die Koordinaten-Darstellung (i) ist eine Konsequenz
aus dem Laplace’schen-Entwicklungssatz, denn es gilt

ar by
a, b

a, b
as bs

a

det(X,a,b) = Xi B bl
3 03

- X5 + X3 . (2.2)

Beispiel 2.1. Wir konnen die im Ursprung zentrierte Sphdire mit Radius R > 0
S(0) = {lIx| =R : x e R}

bis auf einen Halbkreis (Uberlegt euch welchen!) parametrisieren durch die Abbildung

sin 8 cos ¢
¥ (0,7) x (0,27) — R?, (Z) > R|sinfsin¢
cos 6

(vgl. mit Kugelkoordinaten (1.8)). Mit U := (0, ) X (0,2x) ist dann (U, ) ein regulires Fla-
chenstiick. Die Tangentialvektoren sind gegeben durch

cos 6 cos ¢ —sin @ sin ¢
Og = R|cos@sing und Jg¥ = R| sinfcos ¢
—sin6 0

Damit konnen wir nachrechnen, dass der Normalenvektor an ¢ (6, ¢) gegeben ist durch

sin 6 cos ¢
Aol X g = R*sinf|sinfsing | = Rsin(6) y(0, ).
cos ¢

Definition 2.5. Sei (U, ) ein regulires Fldchenstiick, wobei U Jordan-messbar ist und ¢ (U) c V
mit der offenen Menge V < R3. Weiterhin seien f: V — Rund Y: V — R?, sodass f oy und
Y o ¢ Riemann-integrierbar iiber U sind. Dann ist das Oberflichenintegral erster Art von f
tiber (U, ¢) definiert durch

f fdo = / F )@t X 800) (utv)]| dudy.
(U,y) U

Analog definieren wir das Oberflachenintegral zweiter Art von Y iiber (U, ¢) durch

/ Y-do = /(Y(w(u, V), (0 X O¢r)(u, v)) dudv.
U.y) U

In dieser Notation wird do = ||d,¢¥ X 0, || dudv als das (skalare) Oberflichenelement und
do = d,¢ x 0, dudv vektorielle Oberfliichenelement bezeichnet. Eine andere geldufige Bezeich-
nung fiir das Oberflachenintegral zweiter Art ist Flussintegral. Wie das Kurvenintegral ,,erbt* das
Oberflachenintegral viele Eigenschaften vom Riemann-Integral.
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2.1. Kurven- und Oberflichenintegrale

Satz 2.6 — Linearitit von Oberflichenintegralen. Seien f,g: V — Rund ¥,Y: V — R?
hinreichend regulédr und «, 8 € R. Dann gilt

/ (af +Bg)do =a// fdo + B gdo
WU,y) U,y) U.¢)

/ (aY+m7)-d5:a/ Y-do + 8 Y -do.
U, y) U.p) U.w)

Beweis. Ubung! O

Eine (reguliire) Umparametrisierung eines reguliren Flichenstiicks (U, y) ist ein C'-Diffeo- I_Vorlesung 10
morphismus ¢: W — U, W c R? offen. Die Umparametrisierung heiBt orientierungserhaltend, (14.11.24)
wenn detd, ¢ > O fiir alle p € W gilt.

Satz 2.7 — Parametrisierungsinvarianz (Oberflachenintegrale). Sei (U, ) ein regulires
Flachenstiickund ¢ : W — U eine orientierungserhaltende Umparametrisierung. Fiir hinreichend
reguldre f: V — RundY: V — R3ist

/ de:/ fdo und / Y-d5:/ Y -do.
U.¢) (W,yop) U.¢) (W.yop)

Beweis. Wir werden hier nur das vektorielle Oberflachenintegral diskutieren. Der skalare Fall
funktioniert ganz analog. Die Idee fiir diesen Bewesis ist es den Transformationssatz (Satz 1.10) an-
zuwenden. Unsere Voraussetzungen gewihrleisten bereits das ¢(W) = U ein C'-Diffeomorphismus
ist, d.h., die linke Seite unserer gewiinschten Gleichung sieht wie folgt aus:

/ Y.-do = / Y (Y (u,v)), (O X 0Ou)(u,v)) dudv.
U,y) e(W)

Wir miissen also zeigen, dass der Integrand der rechten Seite die richtige Form fiir den Transforma-
tionssatz hat. Wir beobachten hierfiir das sich die Tangentialvektoren unter der Umparametrisierung
(u,v) = @(i, V) mit (ii,7) = p € W durch ds (¢ o ¢) = dy(5)¥ - dse transformiert. Zusammen
mit der Identitdt (2.2) folgt, dass der Integrand der rechten Seite sich auf genau die benétigte Weise
transformiert:

((Youop), da(yop)Xds(op)) = ((You), (8 X)) op - detep. (2.3)

[m}
Definition 2.6. Die Oberfliche A(U, y) eines reguldren Flachenstiicks (U, ¢) ist definiert durch

AU, Y) :=/ 1do = /ll(auwxavw)(u,v)lldudv.
U,y) U

Beispiel 2.2 — Oberfliche der Sphire. Mithilfe der in Beispiel 2.1 betrachteten Parametrisie-
rung (U, ) konnen wir die Oberfliche der Sphire S%(O) berechnen. Es gilt

2n s
/ 1do = / / R%*sin6dod¢ = 4nR>.
U,y) 0 0
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2. VEKTORANALYSIS

Beispiel 2.3 — Fluss des Coulomb-Felds. Gegeben sei eine Punktladung QO im Koordinatenur-
sprung. Das zugehorige elektrische Feld an der Stelle x € R\ {0} ist gegeben durch

0 «x

dreo ||x|*

E(x) =

Hier ist g die elektrische Feldkonstante. Mithilfe der Parametr1s1erung (U, ) der Sphire S2 =(0)
aus Beispiel 2.1 rechnen wir nach, dass der elektrische Fluss durch S2 = (0) gegeben ist durch

2r
; (2 00 4
Erdo = T s Rsin(0)y (6, 4) ) dod
/w,w ’ / X T T pIF OV d0ds

_ 2 /” (W (0,9),y(6,9))
47T6() v (6, )l

Rsin(0) d6d¢
Q
€0 '

Beispiel 2.4 — Guldin’sche Regel fiir Oberflichen. Die Oberfliche einer Rotationsfldche, die
entsteht, wenn man eine ganz auf einer Seite der Rotationsachse gelegene einfache Kurve rotiert,
ist gleich dem Produkt aus der Linge der Kurve und der Linge des Weges, den der Schwerpunkt
der Kurve zuriicklegt.

2.1.3 Berandete Untermannigfaltigkeiten

Einfiihrende Uberlegungen. H:iufig mochten wir Flichen betrachten, die sich nicht (leicht)
durch ein einzelnes regulires Flachenstiick darstellen lassen. Eine Moglichkeit dieses Problem zu
l6sen ist es reguldre Flichenstiicke ,,geschickt” entlang ihrer Rénder ,,zusammenzukleben®. Diese
Moglichkeit ist meist fiir konkrete Berechnungen niitzlich und es ist dann auch ,,intuitiv klar* was
zu tun ist. Weitere mathematische Details fiir dieses Vorgehen konnen in [FK11, §26] gefunden
werden.

Leider sind Definitionen, die fiir konkrete Rechnungen an (einfachen) Beispielen gut Resultate
liefern, nicht immer auch gut geeignet, um allgemeine Beweise zu fithren. Das Hauptproblem an der
obigen Herangehensweise ist das ,,geschickte Verkleben der Ridnder. So intuitiv dieses Vorgehen
fiir konkrete Beispiele erscheinen mag — z.B. die Sphire oder den Torus — so kompliziert kann es
fiir allgemeine Flichen werden, die z.B. als Nullstellenmenge eines Polynoms definiert sind. Denn
hier ist es a priori liberhaupt nicht klar wie wir diese in ,,einfache Stiicke zerschneiden® sollen
(noch schlimmer: ob wir das iiberhaupt konnen!).

Die Losung fiir dieses Problem ist es von der Idee einer ,harten* Zerlegungen von Flachen
abzuriicken. Stattdessen wollen wir, dass sich eine Umgebung jedes Punkts unserer Fliche durch
mindestens ein reguldres Flidchenstiick darstellen lédsst. Diese Flichenstiicke diirfen sich aber nun
iiberlappen. Wir haben also keine ,.harten Kanten* sondern ,,weiche Uberlappungsbereiche*. Da-
durch werden wir in der Lage sein, sehr viel weitreichendere Verallgemeinerungen des Hauptsatzes
der Integral- und Differentialrechnung zu beweisen. In der Praxis wird es dann hiufig so sein, dass
diese Sitze es euch ermoglichen ein Integral iiber eine komplizierte Menge (3D-Korper, Fliche)
durch ein Integral iiber eine ,,einfache* Fliche oder Kurve zu ersetzen, fiir die ihr das erste Verfahren
wieder anwenden konnt.
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2.1. Kurven- und Oberflichenintegrale

Unser weiteres Vorgehen ist nun in zwei Schritte gegliedert. Zuerst betrachten wir welche
Mengen im R” sich auf die eben beschriebene Weise darstellen lassen. Wichtig wird es hierbei
sein sicherzustellen, dass sich wichtige geometrische Begriffe — z.B. Tangenten und Normalen —
in den verallgemeinerten Fall {ibertragen lassen. Der zweite Schritt wird dann darin bestehen, den
Integralbegriff zu erweitern. Hierbei wird es wesentlich sein ein Werkzeug zu entwickeln, wie wir
lokale Losungen ,,weich zusammenkleben‘* knnen.

Schritt 1: Untermannigfaltigkeiten. Die Mengen, die sich auf die oben angedeutete Weise
beschreiben lassen werden Untermannigfaltigkeit genannt. In der MfP2 habt ihr euch bereits
Untermannigfaltigkeiten des R” angeschaut. Die Intuition sagt, dass eine k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, k < n, lokal wie offene Mengen im R¥ aussieht. Mit dieser Definition kénnen
wir aber bisher keine ,,Rand‘ darstellen. Zum Beispiel sind nach der MfP2-Definition (bis auf ein
kleines technisches Detail) einfache regulédre Kurven y: (a,b) — R" 1-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten des R". Wechseln wir nun aber vom offenen Intervall (a, ) zum abgeschlossenen
Intervall [a, b] — nehmen wir also die Randpunkte y(a) und y(b) dazu — so ist diese Kurve
nach der MfP2-Definition keine Untermannigfaltigkeit mehr, denn die Randstiicke ,,sehen aus* wie
halboffene Intervalle.

Rinder sind aber wesentlich fiir Verallgemeinerungen des Hauptsatzes der Integral- und Dif-
ferentialrechnung (vgl. Satz 2.4). Somit miissen wir unseren Begriff einer Mannigfaltigkeit zu er-
weitern. Analog dazu, dass fiir eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand der R* als Model
dient, wird fiir berandete Mannigfaltigkeiten die abgeschlossene obere Halbebene H* := {x; > 0}
das Modell sein.

Definition 2.7. Eine Menge M C R”" hei3t Untermannigfaltigkeit (mit Rand) des R" der
Dimension k < n, wenn fiir alle p € M eine lokale Parametrisierung (U,,V,, ) existiert
mit:
(i) V, c R" offen mit p € V),
(i) U, c R* offen,
(i) ¥p: Up — V), ist eine regulire C'-Abbildung, sodass p(Up N B = M n V), ein
Homd&omorphismus ist (bzgl. der Teilmengentopologie).

Der Rand M < M einer solchen Untermannigfaltigkeit M ist gegeben durch alle Punkte
p € M, sodass ;b;,l(p) € {xx = 0} = AHF. Folglich ist das Innere von M gegeben durch
intM := M \ M. Wir beobachten, dass eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand, also M = 0,
genau die Definition aus der MfP2 erfiillt. Weiterhin wollen wir eine Untermannigfaltigkeit M
geschlossen nennen, wenn M kompakt ist und M = 0.

Anmerkung 2.2. An dieser Stelle muss vorsichtig mit den Begriffen von Rand und Innerem umge-
gangen werden, denn im Allgemeinen stimmen die Definitionen fiir Untermannigfaltigkeiten nicht
mit den topologischen Begriffen iiberein. Diese ,,Uberladung* der Begrifflichkeiten ist ungliicklich,
aber absolut geldufig in der Standardliteratur. Welche Definition in einem konkreten Fall gemeint
ist ergibt sich allerdings in der Regel eindeutig aus dem Kontext.

Beispiel 2.5.

® Die in p € R? zentrierte Sphcire S(p) = {|lx — pll = R : x € R} mit Radius R > 0 ist
eine geschlossene 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

B Der (ebene) Kreis S}e(p) = S%(p) N {z = 0} mit Zentrum p € R?> — R3 und Radius
R > 0 ist eine geschlossene 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit (d.h. eine geschlossene
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Kurve).

B Die abgeschlossene Kugel B% (p) = {llx = pll < R : x € R}} mit Zentrum p € R? und

Radius R > 0 ist eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand BB% (p) = S%e (p).

Das Innere int B3, (p) ist durch die offene Kugel B3, (p) = {|lx = pll < R : x € R®} gegeben.

B Die abgeschlossene Kreisscheibe Dr(p) = ]Bfe (p) N {z = 0} mit Zentrum p € R? — R3
und Radius R > 0 ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand dDg(p) =
S}e(p). Ihr Inneres intDg (p) ist durch die offene Kreisscheibe Dg(p) = B% (p)Nn{z=0}
gegeben.

Fiir parametrisierte Kurven und Fldchenstiicke haben wir bereits liber Tangenten und Normalen
gesprochen. Diese Ideen lassen sich fiir k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Definition 2.8. Sei M c R”" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Der Tangentialraum
an den Punkt p € M mit lokaler Parametrisierung (U, V, ) ist definiert durch

TpM = span{0xy,...,0x¥}.
Den Normalenraum an p definieren wir analog durch
N,M = (T,M)* = {XeR": (X,Y)=0fiiralleY € T,M}.

Es ergibt sich direkt aus diesen Definition, dass n = dim(T,M) + dim(N,M).

Andieser Stelle sollten wir kurz innehalten und nachpriifen, dass unsere Definitionen tatséchlich
Sinn ergeben. Insbesondere haben wir den Rand und den Tangentialraum durch die (willkiirliche)
Wabhl einer lokalen Parametrisierung definiert. Dadurch ergeben sich aber zum Gliick keine Pro-
bleme. Diese Behauptung ist eine Konsequenz aus den gro3en Sétzen zur Differentialrechnung aus
der MfP2 (z.B.: Taylor-Entwicklung, Umkehrsatz, ...). Ich werde hier an dieser Stelle nur kurz die
wesentlichen Schritte fiir einen Beweis benennen und einige Hinweise zur Beweisidee geben. Die
Details iiberlasse ich euch als Ubung.

Lemma 2.1. Der Tangentialraum T, M und Normalenraum N, M an eine k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit M C R" im Punkt p € M sind wohldefiniert, d.A., sie sind unabhingig von
der lokalen Parametrisierung, die fiir die Definition verwendet wurde.

Beweisidee. Hierbei handelt es sich um eine Folgerung aus dem Taylor’schen Entwicklungssatz.
(Ubung: Probiert es!) O

Lemma 2.2. Sei M c R” eine Untermannigfaltigkeit und (U, V, ) und (U, V, ) zwei lokale
Parametrisierungen um den Punkt p € M. Dann ist der Kartenwechsel

GloyyT (V) - g (v )
ein C!-Diffeomorphismus, also eine regulire Umparametrisierung.

Beweisidee. Die Idee ist es zuerst zu zeigen, dass die Existenz der lokalen Parametrisierung
(U, V, ) impliziert, dass sich M NV als Graph einer Funktion schreiben ldsst. Diese Behauptung
ist im wesentlichen eine Folgerung aus dem Umkehrsatz. Fiir zwei Flachenstiicke, die als Graph
dargestellt werden (iiber der gleichen Hyperebene), ist die Aussage dann leicht zu folgern. O
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Lemma 2.3. Der Rand M, das Innere int M und die Dimension einer Untermannigfaltigkeit
mit Rand sind wohldefiniert, d.4., sie hingen nicht von der lokalen Parametrisierung ab, die fiir
ihre Definition verwendet wurde.

Beweisidee. Nach dem vorangegangenen Lemma 2.2 sind Kartenwechsel C'-Diffeomorphismen.
Die Aussage ist nun eine direkte Konsequenz aus den Eigenschaften von Diffeomorphismen.
Insbesondere bilden diese offene Mengen auf offene Mengen ab und ihre Differentiale sind Iso-
morphismen (also dimensionserhaltend). ]

Eine wichtige Konsequenz aus den obigen Betrachtungen ist der folgende Satz, der auch unsere
Intuition fiir Rinder und Inneres von Mannigfaltigkeiten bestétigt.

Satz 2.8. Sei M c R”" eine kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann
ist int M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand und OM ist eine (k — 1)-
dimensionale geschlossene Untermannigfaltigkeit.

Parametrisierte Kurven kommen per Konstruktion mit einem Umlaufsinn — einer sogenann-
ten Orientierung. Der Begriff des Normalenraums erlaubt es uns diesen Begriff auf Flichen zu
erweitern. Wir werden uns auf den Fall n = 3 beschriinkten. Ein Einheitsnormalenfeld fiir eine 2-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist eine Abbildung N: M — R3, sodass N(p) € N M
und [|[N(p)|| = 1 fiir alle p € M gilt. Besitzt M ein stetiges Einheitsnormalenfeld, so heifst M
orientierbar und die Wahl eines solchen Einheitsnormalfeld hei3t Orientierung von M.

Beispiel 2.6. Der durch ¢ : R x [-1/2,1/2] — R3,

cosu
u .
— | sinu |,
v
v

parametrisierte Zylinder ist eine orientierbare 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Eine Orientierung ist durch das folgende Einheitsnormalenfeld gegeben:

cosu
N(u,v) = (0 X O¥)(u,v) = |sinu |.
0

Beispiel 2.7. Das Mobius-Band wird durch ¢ : R x [—1/2, 1/2] — R3,

sin(u) (1 + v cos(%/2)) |,
v sin(v/2)

(u) cos(u)(1 + v cos(u/2))

parametrisiert. Es ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand, aber es ist nicht
orientierbar. Das kann eingesehen werden indem wir uns den kanonischen Kandidaten N (u, v) =
(O X 0,¥)(u,v) fiir das Einheitsnormalenfeld anschauen. Eine direkte Rechnung zeigt, dass
dieses Normalenfeld N (u +2m,v) = —N (u, v) erfiillt und sich somit die Orientierung nach einem
Umlauf umkehrt. Tatsdchlich ist das Mobius-Band eine Fldche mit nur einer Seite!
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Schritt 2: Oberflachenintegrale. Wir haben nun fast alle Komponenten zusammen um Ober-
flachenintegrale fiir 2-dimensionale Untermannigfaltigkeiten zu definieren. Die Idee ist es nun
zwischen den Oberflachenintegrale verschiedener lokaler Parametrisierungen glatt zu interpolie-
ren. Das folgende Lemma stellt das notwendige Werkzeug bereit.

Lemma 2.4. Sei M eine kompakte Menge im R". Sei {U;}}_, eine endliche Uberdeckung von
M durch offene Mengen. Dann gibt es Funktionen ¢; : R — R, mit

(1) ¢; € CZ ={f: R" = R : supp(f) kompakt, f ist eine C*-Abbildung};
(i) supp @i < Ui;
(iii) fiiralle p € Mist 37_, ¢i(p) = 1.
Die Familie {¢;}!_, heiBt eine der Uberdeckung {U, i}7_, untergeordnete Zerlegung der Eins.

Beweis. Solche Funktionen konnen explizit konstruiert werden. Ich werde das allerdings hier nicht
weiter ausfiihren, sondern verweise bei Interesse auf [BF96, S. 395 ff.] oder [Leel2,S. 40 ff.]. O

Definition 2.9. Sei M c R? eine kompakte 2-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit
des R3. Sei {(U;, Vi, i) }:_, eine endliche Familie von lokalen Parametrisierungen von M, sodass
alle U; Jordan-messbar sind und M c |J;_; V; =0 V. Wir wihlen eine zu {V;}_, untergeordnete
Zerlegung der Eins {¢;}_,. Dann ist fiir ein Skalarfeld f: V — R das Oberflichenintegral
erster Art von f iiber M definiert durch

S
fdo = / o; f do.
‘/M ; (H2NU;,47) l

Analog definieren wir fiir ein Vektorfeld Y: V — R3 das Oberflichenintegral zweiter Art von
Y iiber M durch .
/ Y-do = Z/ (¢;Y) - db.
M i=1 (ﬁzmui,l//i)

Satz 2.9. Jede kompakte 2-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit M c R? besitzt
eine Familie von lokalen Parametrisierungen, die die Anforderungen der vorangegangenen De-
finition 2.9 erfiillen. Weiterhin hidngen die Oberflichenintegrale weder von der Wahl der Para-
metrisierungen noch von der Wahl der Zerlegung der Eins ab.

Beweis. Die Existenz folgt direkt aus der Kompaktheit von M. Seien nun {(U;, Vi, ¢;)}?_| und
{(U;, Vi, z//i}j.zl zwei Familien mit den gesuchten Eigenschaften und {¢;}7_, bzw. {g; }“;.zl entspre-
chende Zerlegungen der Eins. Dann ist (¢ (V; N V;),V; NV, ;) ebenfalls eine lokale Parame-
trisierung von M fiir alle Paare (7, j). Da M orientierbar ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
die Kartenwechsel zﬁj‘l o y; orientierungserhaltend sind. SchlieBlich lisst sich nachrechnen, dass
{@:i@;}i,) eine zu {V; NV;}; ; untergeordnete Zerlegung der Eins ist. (Die vorangegangene Annah-
me der Orientierbarkeit ist wesentlich fiir die folgende Rechnung! Ubung: 1. Uberlegt euch wie
sie aus Gleichung (2.3) folgt; 2. Uberlegt euch, z.B. am Beispiel des Mébius-Bandes, an welcher
Stelle die folgende Rechnung ohne sie problematisch wird.)
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Aus diesen Beobachtungen folgt nun

!

Z ./Hszl i) #if do Z ./Hszl i) j)l,D[de

]:

@jpifdo
B20Us )

- ID-
i TP
\\

@jpif do
i=1 j=1 2Ny L (VinV;) . )

Hier haben wir fiir den letzten Schritt verwendet, dass supp(@;¢;) C V; N \7]- ist. Nutzen wir nun
die Parametrisierungsinvarianz (Satz 2.7), so folgt

ZZ/ ¢j¢if do = ZZ/ &0 f do

i1 =1 Y @0y (VinVy). ) T T Y Edy (viny)).ip)

Ty / 501 f do
(H2nU;,¢5)

j=1i=1

S

5 frvayy P Sy

P

§
Z/ __ wjfdo,
j=1 (H2ﬂUj,l//j)

wobei wir bei der zweiten Gleichheit wieder supp(@;¢;) € V; N Vj ausgenutzt haben. Das zeigt
die Behauptung fiir Skalarfelder. Der Beweis fiir Vektorfelder verlduft genauso. |

Der Rotationssatz von Stokes

Mit dem Rotationssatz von Stokes werden wir unsere erste Verallgemeinerung des Hauptsat-
zes der Integral- und Differentialrechnung auf mehrdimensionale Integrationsbereiche bekommen
— in diesem Fall ist der Integrationsbereich 2-dimensional, also eine Fldche, und der Rand ist
1-dimensional, also eine Kurve. Heuristisch gesprochen besagt der Satz von Stokes, dass

Gegeben eine infinitesimale Deformation einer Fldche. Die hierdurch induzierte totale
infinitesimale Rotation der Fliche ist gleich der totalen infinitesimalen Rotation ihrer
Randkurve(n).

Mathematisch wird eine ,, infinitesimale Deformation* durch ein Vektorfeld Y : U — R? modelliert
werden. Das ,,fotal bedeutet hier ,, Summe aller infinitesimalen Teile — mathematisch sauber
formulieren wir das durch ein Integral. Herauszufinden, was die ,, induzierte infinitesimale Rotati-
on*“ ist, wird unsere erste Aufgabe sein (Abschnitt 2.2.1). Schlielich wissen wir bereits, dass das
Kurvenintegral [y Y - d5s die , totale infinitesimale Rotation einer Kurve y: [a,b] — U durch
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Y beschreibt. Dieses Kurvenintegral mit einem Oberflachenintegral in Verbindung zu setzen wird
uns zum Satz von Stokes fiihren (Abschnitt 2.2.2).

Die Rotation eines Vektorfeldes

Wir wollen uns der Definition der Rotation schrittweise nihern. Beginnen wir mit einem elemen-
taren Beispiel: Die stetige Rotation um den Ursprung im R? mit Rotationsgeschwindigkeit w € R
ist gegeben durch

cos(wt) —sin(wt)

R:t= sin(wt)  cos(wt) €50(2).

Hierbei erinnern wir uns daran, dass
SO(n) == {A e R™" : det(A) = lund ATA = I,,}

die spezielle orthogonale Gruppe ist — die ,, Rotationsgruppe des R". Die Bahnkurve eines
Teilchens py € R? unter dieser Rotation lisst sich dann durch p: ¢ — R(f)po beschreiben. Die
»infinitesimale Rotation von R zum Zeitpunkt # = 0 ist am Punkt pg nun gegeben durch das

R(t) P - I P .

Dabei ist es kein Zufall, dass die Ableitung von R zum Zeitpunkt r = 0 eine schiefsymmetrische
Matrix ist. Fiir eine allgemeine C'-reguliire Rotation R: t — SO(n) mit R(0) = I, rechnen wir
nach, dass

d
Y(po) = P

b0 = (5

t=0 t=0

RT(HR(1) = (R'(0)T R(0) + RT(O)R'(0) = (R'(0))" + R'(0).
t=0

d
0= —
dr

Somit sehen wir, dass der Raum der ,,infinitesimalen Rotationen* durch den Vektorraum der
schiefsymmmetrischen Matrizen

so(n) = {AeR™" : A=-A"}

gegeben ist. Falls n = 3 ist gibt es noch eine andere Moglichkeit eine infinitesimale Rotation
darzustellen. Sei w € R3. Dann ist

wyp3 — W3P2
RPsp > wxp = |wip —wip3
wip2 —wWapi

eine lineare Abbildung. Weiterhin ist leicht abzulesen, dass die Darstellungsmatrix dieser linearen
Abbildung — also die Matrix X,, € R¥3 fiir die w X p = X,,p fiir alle p € R? gilt — durch

0 —-w3 w
XU_, = w3 0 —W1 (2-4)
—w)y W] 0

gegeben ist. Diese Uberlegungen sind im folgenden Lemma zusammengefasst.
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Lemma 2.5. Der Raum {( PP wXp): we R3} ist ein Untervektorraum des Raums der
linearen Abbildungen £ (R3;R?) der isomorph zu so(3) ist, wobei der Isomorphismus durch
(2.4) gegeben ist.

Beispiel 2.8. Diese Identifikation erlaubt es uns nun auch das Anfangswertproblem fiir die Bahn-
kurve eines Teilchens in einem Rotationsfeld in einer Form zu schreiben, die in der Standardlite-
ratur wohl etwas geldufiger ist:

p'(1)
p(0)

Hierbei ist {1w(t) : A € R} die Rotationsachse im R? und ||w(¢)|| ist die Drehgeschwindigkeit.

(w X p)(1)
Po

Was machen wir nun, wenn das Vektorfeld Y: U — R" keine konstante Abbildung mehr
ist. Ist Y differenzierbar, so garantiert uns der Satz von Taylor, dass wir ¥ lokal um einen Punkt
p € U gut durch das Differential d,Y approximieren konnen. Allerdings muss auch d,Y keine
infinitesimale Rotation sein, d.h., die Jacobi-Matrix Jy(p) von Y in p ist im Allgemeinen keine
schiefsymmetrische Matrix. Hier kommt uns die folgende Beobachtung zu Hilfe: Wir kdnnen jede
Matrix, also ins Besondere auch die Jacobi-Matrix, durch

W) = 5 (@) + ) + 5 () -7 )

N —

in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Teil zerlegen. Damit kommen wir also zu
der folgenden Definition.

Definition 2.10. Sei U C R” eine offene Menge und Y: U — R” ein C!-Vektorfeld. Die Matrix-
wertige Rotation Rot(Y): U — so(n) von Y ist definiert durch

Usp = Rot,(Y) = Jy(p) — I} (p).

Fiir n = 3 konnen wir auch eine vekiorwerrige Rotation rot(Y): U — R3 definieren. Sie ist
gegeben durch
axz Y3 - a)C3 Y2
Usp — rot,(Y) = |0,Y1 —0xY3].
axl YZ - ax2Y1

Die vektorwertige Rotation wird auch suggestive als ,rot(Y) = V x Y* geschrieben. Eine
andere geldufige Schreibweise, die sich aus dem englischen Wort fiir Wirbel motiviert, ist curl(Y).
Weiterhin zeigt uns der in Lemma 2.5 thematisierte Zusammenhang zwischen dem Kreuzprodukt
und so0(3) , dass fiir n = 3 der folgende Zusammenhang zwischen der Matrix- und vektorwertigen
Rotation besteht:

rot(Y) x X = Rot(Y)X 2.5)
fiir alle X € R3. Weiterhin ,,erbt* die Rotation gute Eigenschaften vom Differential.

37



2.2.2

2. VEKTORANALYSIS

Lemma 2.6. Die Operatoren Rot und rot sind linear, d.hA., sei U C R" offen und Y, Y:U > R"
C!-Vektorfelder sowie a, 8 € R. Dann gilt

Rot(aY + BY) = aRot(Y) + BRot(Y).
Ist zudem n = 3, dann gilt auch

rot(aY + BY) = arot(Y) + Srot(Y).

Beweis. Folgt direkt aus der Definition. (Ubung!) m|

Lokale und Globale Version des Satzes

I_Vorlesung 12

Wir werden nun den Satz von Stokes in unterschiedlichen Fillen betrachten. Der folgende Satz ist 21.11.24)

die erste Version. Sie trigt allerdings noch nicht den Namen ,,Satz von Stokes‘* da die zugelassenen
,Parametrisierungen‘ weitaus weniger Regularitit verlangen, als es Flichenstiicke erfordern. Darin
liegt allerdings auch die Stidrke dieser Version.

Satz 2.10. Sei U c R? eine offene Menge und Q := [a,b] x [c,d] ¢ U. Weiterhin sei V C
R” offen und ¢: U — R" eine C2-Abbildung mit (U) c V. Wir definieren die Kurven
v1,v3: [a,b] > R" und y2,y4: [c,d] — R" durch

yi(u) = ¢(u,c),
y2(v) = ¥(b,v),
y3(u) = y(a+b-u,d),
va(v) = Y(a,c+d-v).

Dann gilt fiir alle C!-Vektorfelder Y: V — R”, dass

4
/(Rotw(u’v)(Y)(?ut//(u,v),8V(//(u,v))dudv = Z/ Y - ds.
o i=1 V7

i

Beweis. Wir betrachten zuerst den Integranden auf der rechten Seite. Setzen wir die Definition der
Rotation und einer Partiellen Ableitung ein, so erhalten wir

Iy 0. 00y — (Iy O, Ou)
<au(Y © (//)9 av‘/’> - <8ul//a aV(Y © ‘/’))

(Rot(Y)duyr, dvir)

Das Skalarprodukt erfiillt die Produktregel ,,0x{(a, b) = {(dxa, b) + {a, dxb)*. Damit konnen wir
obige Gleichung weiter umformen und erhalten

(ROt(Y)aulﬁ, av¢> (?u(YOlﬂ,avlﬁ) - <Y°wvauavw> - av<Y°¢’ 8u¢> + <Y°¢’ av&t‘ﬂ)

au<Y°w’6v¢> - 3v<Y0¢,(9u¢>-

Die zweite Gleichheit folgt hier, da nach dem Satz von Schwarz 9,0,y = 0,0, ist. (An dieser
Stelle benutzen wir, dass ¢ eine C2-Abbildung ist.) Setzen wir nun diesen umgeformten Integranden
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2.2. Der Rotationssatz von Stokes

in das Integral ein und wenden den Satz von Fubini an, so erhalten wir

[ ®Rotn)aw.0,0)dudy = [ (0,0¥ 0v.00) = 005 0. 00) duds
o o

/cd (/aba”(Y oY, oY) du) dv
B ./ab (/Cdavg oY, 0uf) dv) du

d
/ (Y (W (b, v),0vy (b, v)) = (Y (¥ (a,v), 0y (a,v)))dv

b
O, B ) = (0, )

4
/Y-d
—1 YV

SYER:
I 1A

1

Hier haben wir fiir die dritte Gleichheit den eindimensionalen Hauptsatz der Integral- und Dif-
ferentialrechnung verwendet. Die vierte Gleichheit folgt mittels Vergleich mit der Definition des
Kurvenintegrals. i

Wir fangen nun an die Voraussetzungen an die Parametrisierung zu verschirfen. Zusitzlich
beschrianken wir uns auf den Fall » = 3. Dadurch erhalten wir eine erste lokale Version des
Rotationssatzes fiir Fldchenstiicke.

Satz 2.11 — Der Rotationssatz von Stokes (fiir regulire Rechtecke). Sei (U, ) ein reguléres
C2-Flichenstiick im R3. Weiterhin sei Q := [a, b] X [¢,d] € Uund V c R3 offen mit ¢ (U) c V.
SchlieBlich seien die Kurven y; definiert wie in Satz 2.10. Dann gilt fiir alle C'-Vektorfelder

Y:V — R3, dass
4

rot(Y) -do = / Y - ds.
‘/(;ntQ’l//) Z Yi

i=1

Beweis. Wir miissen nur argumentieren, wie wir im Integranden auf der rechten Seite von Rot(Y)
zu rot(Y) wechseln konnen. Der Rest folgt aus dem vorangegangen Satz 2.10. Tatsdchlich folgt aus
den Eigenschaften des Kreuzproduktes und der Gleichung (2.5), dass

<I‘Ot(Y), 5ulﬁ X 6v‘ﬁ) = <I'Ot(Y) X 5ulﬁ, a\)'70> = <R0t(Y)auw, 8v'70> o

Wir konnen nun diese lokale Version ,,geschickt zusammenkleben‘ und so eine globale Version
auf Mannigfaltigkeiten bekommen.

Satz 2.12 — Der Rotationssatz von Stokes (fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand). Sei V c R3
offen und M C V eine orientierbare kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld Y: V — R3, dass

/rot(Y)-d5 = / Y - ds.
M oM
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Anmerkung 2.3. Die rechte Seite dieser Gleichung ist einen Kommentar wert.

Zum FEinen kann der Rand einer 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit aus mehreren ge-
trennten Kurven bestehen. Dann ist die rechte Seite als Summe iiber die einzelnen Kurven-
integrale zu verstehen.

Zum Anderen miissen wir die Orientierung der Kurve (ihren Umlaufsinn) passend zur
Orientierung der Untermannigfaltigkeit wéhlen:

Die Randkurve soll immer so durchlaufen werden,
dass der Normalenvektor nach oben zeigt und die Fldche zur Linken liegt.

Es ist gut sich zu iiberlegen wie diese Forderung mit den lokalen Parametrisierungen von
M und der Orientierung, also der Wahl des Einheitsnormalenfelds N: p — N(p) € N,M
zusammenhéngt. Betrachten wir hierfiir p € 9 M und eine lokale Parametrisierung (U, V, )
mit p € M NV. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass der durch ¢ induzierte Normalenvektor
in p in die gleiche Richtung zeigt wie N(p), d.h., dass (9,¢ X d,¥)(p) = AN(p) fiir ein
A > 0, und weiterhin, dass U eine in y~!(p) zentrierte Kugel ist (Ubung: Uberlegt euch
warum!). Dann ist die gewiinschte (lokale) Parametrisierung des Randstiicks dM NV gegeben
durch y: u — (u,0), wobei (u,0) € U.

Beweisskizze von Satz 2.12.

40

Jeder Punkt p € M besitzt eine offene Umgebung V), C R3, sodass M NV, durch ein Rechteck
parametrisiert werden kann, d.h., es existiert eine lokale Parametrisierung (U, V), ¥),) mit
Up = (ap,bp) X (cp,dp).

Da M kompakt ist reichen endlich viele dieser lokalen Parametrisierungen {(U;, Vi, ¥i) }_,
aus, um ganz M zu parametrisieren, d.h., es gilt M C |J;_, V;. Weiterhin kann nachgewiesen
werden (Ubung!), dass es €; > 0 existieren, sodass sogar M C Ui_, ¥i(Qi), wobei

Qi = lai+€,bi— €] X [ci+e,di — ] CH.

Lemma 2.4 garantiert uns, dass eine zu {V;}:_, untergeordnete Zerlegung der Eins {¢;}]_,
existiert. Es ist moglich diese Zerlegung so zu wihlen (Ubung!), dass

supp(gi) N M C i (int(Q;)).

Wir definieren Y; := ¢;Y. Da alle ¢; C*-Abbildungen sind ,,erbt” Y; die Regularitét von Y.
Somit folgt aus der Linearitét der Rotation, dass

rot(Y) = rot(Yy) + ... + rot(Y;).

Weiterhin folgt aus supp(¢;) N M C y;(int(Q;)), dass supp(¥;) N M C ; (int(Q;)).

Aus der Linearitdt des Oberflichenintegrals folgt nun, dass wir jedes rot(Y;) einzeln disku-
tieren konnen. Weiterhin zeigt uns die Parametrisierungsinvarianz des Oberfldchenintegrals
(Satz 2.9), dass

/ rot(Y;) -do = / rot(Y;) -do = / rot(Y;) - do,
M (Ui, ¢i) (int(Qi). i)

wobei die letzte Gleichheit aus supp(Y;) N M C y; (int(Q;)) folgt.
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B Nun gibt es zwei Fille:

(i) ¥ilp, parametrisiert ein inneres Flichenstiick, d.h., Q; N H? = 0. Dann folgt aus dem
dem Satz von Stokes fiir reguldre Rechtecke (Satz 2.11), dass

/ rot(Y;) -do = (Y;oy;)-ds = 0,
(int Q;,4:) 00;

wobei die letzte Gleichheit aus (Y; o )]s, = 0 folgt.

(i) ¥ilo, parametrisiert ein Flachenstiick am Rand, d.h., Q; N H? # 0. Dieses mal folgt
aus Satz 2.11, dass

/ rot(Y;) -do = / (Yiolﬂi)'dg = / Y; - ds,
(int Qy, 1) 00Q; OMNY; (Qi)

da (Y; o ¥)|ag; (p) # 0 nur fiir p € 4Q N H? moglich ist. O
Eine unmittelbare und wichtige Folgerung aus dem Satz von Stokes ist die folgende Aussage.

Satz 2.13. Sei V ¢ R? offen und M C V eine orientierbare geschlossene 2-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir jedes C!-Vektorfeld Y: V — R3, dass

/ rot(Y)-do = 0
M

Beispiel 2.9 — Ampeére’sches Gesetz. Das Ampere’sche Gesetz stellt einen Zusammenhang
zwischen dem elektrischen Strom und dem induzierten magnetischen Feld. In der integralen
Form lasst sich dieses Gesetz mathematisch durch

/ B-d5 = pol = yO/f~d5.
OF F

modellieren. Hier ist F' eine Fliache (2-dimensionale Untermannigfaltigkeit) mit Rand 0F —
z.B. der Querschnitt eines Leiters — B die magnetische Flussdicht, j die Stromdichte, I die
Stromstdrke und g die magnetische Feldkonstante. Wenden wir auf die linke Seite den Satz von

Stokes an so erhalten wir
0 = / (,uof—roté) -do
F

Wenn wir hinreichende Regularitit der Vektorfelder fordern (z.B. stetig differenzierbar), dann
folgt hieraus mithilfe der Monotonie des Riemann-Integrals (Satz 1.6) die differenzielle Form

- -

Hoj = rotB

des Ampere’schen Gesetzes.

Beispiel 2.10 — Satz von Green. Sei G C R? eine kompakte Menge die wir durch den Abschluss
einer offenen Menge erhalten. Wir nehmen weiterhin an, dass ihr Rand 9 G durch eine geschlossene
regulire C!'-Kurve y: [a,b] — R%, y(t) = (y1(t), y2(t)) parametrisiert werden kann. Somit ist
G eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Interpretierten wir R? als
Unterraum von R3, dann ist ein stetiges Einheitsnormalenfeld fiir G gegeben durch die konstante
Abbildung N: (x,y) — e3 auf den dritten Einheitsvektor. Die zugehorige Orientierung von 0G
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entspricht dem 7y, dass G gegen den Uhrzeigersinn durchliuft (Ubung: Nachrechnen!).
Sei nun Y (x,y) = (p(x,y),q(x,y)) ein C'-Vektorfeld in einer offenen Umgebung von G. Wir

konnen nachrechnen, dass
0

rotY = 0
Oxq — Oyp

Aus dem Satz von Stokes folgt dann, dass
b b
[oa-apjaay = [ veas = [“ponmanmars [ Gonmamna.
G oG a a
Diese Identitit wird haufig auch suggestive wie folgt geschrieben:

/(8xq—6yp)dxdy =/ pdx+/ qdy.
G oG oG

Beispiel 2.11. Wir konnen den Satz von Green benutzen, um eine Formel fiir den Fldcheninhalt
einer Menge mittels des Kurvenintegrals zu erhalten. Seien G und y wie im vorangegangenen
Beispiel 2.10. Wir betrachten die Vektorfelder

Y:(x,y) > (g) und Y: (x,y) — (_()y)

Dann gilt (rotY, e3) = 1 = (rotY, e3). Somit gibt uns der Satz von Green, dass

b
vy (G) = /G 1dxdy / (D32 (1) dr

b
- / 2 ()1 (1) di

b
/ (y1()0ry2(t) — y2(2)d,y1 (1)) dr.

2.3 Der Divergenzsatz von Gauf}

Der Divergenzsatz von Gaufl wird die zweite Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Integral- und
Differentialrechnung sein, die wir besprechen werden. Dieses Mal wird der Integrationsbereich
3-dimensional sein, also ein Volumen, und entsprechend der Rand 2-dimensional, also eine Fliche.
Der Satz von GauB} sagt dann heuristisch gesprochen aus, dass

Gegeben eine infinitesimale Stromung. Die totale Quelldichte (oder gesamte Quelle)
dieser Stromung in einem dreidimensionalen Bereich ist gleich der Fluss-Bilanz durch
die Oberfliche dieses Bereiches.

Die ,, infinitesimale Stromung* wird durch ein Vektorfeld Y: V — R? modelliert werden. Die
,» Quelldichte “ dieses Vektorfelds ist durch seine Divergenz div(Y) gegeben. Einen Zusammenhang
zwischen dem Integral iiber die Divergenz in einem Bereich M und dem Oberflachenintegral
fa ” Y - do zu finden, der ,, Fluss-Bilanz“, ist die Aufgabe in Abschnitt 2.3.2. Die Beobachtungen
aus dem folgenden Abschnitt 2.3.1 werden unser Vorgehen motivieren.
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2.3.1

2.3.2

2.3. Der Divergenzsatz von Gaul3

Der zweidimensionale Fall

Sei J = (9 ') der Drehoperator in R?. Er beschreibt die 90°-Drehung gegen den Uhrzeigersinn,
d.h., es gilt (JX,X) = 0und det(X, JX) = 1 fiir alle X € R? mit || X|| = 1. Es besteht der folgende
Zusammenhang zwischen dem Drehoperator und der Rotation.

Lemma 2.7. Sei Y: V — R? ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

div(Y)
div(JY)

(rot(JY), e3),
—(rot(Y), e3).

wobei div(Y) = 0,Y; + 8,Y; die Divergenz von Y ist.
Beweis. Folgt aus direktem Einsetzen und Nachrechnen. O

Sei M c R? eine kompakte C2-Untermannigfaltigkeit mit Rand d M. Betrachten wir R? < R?,
soist eine kanonische Orientierung von M gegeben durch das konstante Normalenfeld M > p + e3.
Sei y: [a,b] — OM eine (lokale) reguldre Parametrisierung des Randes von M. Dann ist der
normalisierte Tangentialvektor gegeben durch T := ¥'/|ly’|| wobei d%y = v’. Die Orientierung von
v ist kompatibel mit der Orientierung von M genau dann, wenn det(7, JT, e3) = 1 ist. In diesem
Fall ,,weist JT in die Fliche M hinein. Das motiviert N := —JT das dufiere Einheitsnormalenfeld
von M zu nennen.

Satz 2.14 — 2-dimensionaler Divergenzsatz. Sei M c V c R? wobei M eine kompakte
C?-Untermannigfaltigkeit ist und V eine offene Menge ist. Sei weiterhin N: 0M — R? das
duBere Normalenfeld von M. Fiir jedes C'-Vektorfeld Y: V — R? gilt

/diV(Y)dxdy =/ (Y,N)ds,
M oM

Beweis. Dieser Satz folgt direkt aus dem Satz von Stokes (Satz 2.12). Wir rechnen nach

/MdiV(Y)dxdy = /Mrot(JY)-do = /aM(JY)~ds = /6M<JY,T)ds = ‘/6M(Y,N)ds,

wobei die letzte Gleichheit aus der Schiefsymmetrie von J, also (JY,T) = —(Y, JT), folgt. m|

Lokale und globale Version des Satzes

Motiviert durch diese Beobachtungen im Zweidimensionalen fiihren wir die folgende Definition
ein.

Definition 2.11. Sei V ¢ R” offen und Y: V — R” ein C!-Vektorfeld. Dann ist die Divergenz
div(Y): V — RvonY in p € V definiert durch

divy (Y) = u(y(p)) = ), d:Yi(p).
i=1

Die suggestive Notation ,,div(Y) = V - Y* kann eine gute Merkhilfe bieten.

Fiir n = 3 besitzt die Divergenz den folgenden Zusammenhang zur Determinante
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Lemma 2.8. Sei V ¢ R eine offene Menge und Y : V — R? ein C'-Vektorfeld. Dann gilt
div(Y) det(a,b,c) = (dY(a),b xc) + {(dY(b),c X a) + (dY(c),a X b)
fiir alle a, b, ¢ € R3.

Beweis. Die rechte Seite der Gleichung bestimmt eine alternierende Trilinearform w. Da der Raum
der alternierenden Trilinearformen iiber R? ein reeller eindimensionaler Vektorraum ist, gibt es
ein 1 € R, sodass w(a,b,c) = Adet(a,b,c) fiir alle a,b,c € R gilt. Wir miissen also nur
noch den Faktor A bestimmen. Dafiir reicht es w und det mit einer Basis des R auszuwerten —
insbesondere der Einheitsbasis {e], e, e3}. Wir rechen nach (Ubung!), dass det(e, e2, e3) = 1 und
w(ey, e, e3) =div(Y). O

Mit dieser Vorbereitung konnen wir nun den den Divergenzsatz im Dreidimensionalen bewei- I_Vorlesung 14
sen. Wir beginnen wieder mit einer lokalen Version. Es ist sehr instruktiv diesen Satz und seinen (28.11.24)
Beweis mit dem analogen Satz von Stokes (Satz 2.10) zu vergleichen.

Satz 2.15 — Divergenzsatz von GauB (fiir Quader). Sei U c R? eine offene Menge und
Q = [ay,b1] X [as, by] X [a3,b3] € U. Weiterhin sei V ¢ R3 offen und y: U — R3 eine
C?-Abbildung mit ¥ (U) c V. Wir definieren die ,,Seitenflichen v~ @ : 0; — R fiir
i=1,2,3mit Q1 = [az, b2] X [a3,b3], Q2 = [a1,b1] X [a3,b3] und Q3 = [ay, b1] X [az, b3]
durch

¢(_1)(V,W) = ',[/(Cll,V,W), l/’(l)(v’w) = l,//(bl,V,W),
v (wou) = y(u,ax,w), D (w,u) = yu, b, w),
v u,v) = y(u,v,a3), v, v) = y(u,v,b3).

Dann gilt fiir alle C'-Vektorfelder Y: V — R3, dass

3

/divw(u,v,w)(y) det(d(u’v’w)ljl) dudvdw = Z (/ Y.do - / Y~d5)
o (Qi D) (Qi,y=D)

i=1

Beweis. Wir betrachten, wie beim Beweis des Satzes von Stokes (Satz 2.10), den Integranden auf
der Rechten Seite. Mithilfe von Lemma 2.8 und der Notation d,¢ = ¢, sowie dg0a¥ = VY op folgt

divy (Y) detdy

<JY‘//ual//v Xlr//W> + <Jyl//V’17[’W X'l’u> + <JY¢’Wal//uX’7[’v>
(0u(Y o), v X thy) + (Ov (Y 0 40), Y X hu) + (0w (Y 0 40), Y X Yy).

Verwenden wir nun die Produktregel ,,0,{(a, b) = (3qa, b)+{a, d,b)* fiir Skalarprodukte und den
Satz von Schwarz, d.h. ¥, = ¥, dann gilt

divy (Y)detdy = 0, (Y oy, thy X ) = (¥ 0 U, Yy X ) = (V0 by X o)
+ 0 (Y oW, Yy X)) — (Y o,y X)) — (Y 0,y X W)
+ 0 (Y o, by Xty = (Y o, Wy X ) = (Y 0 h hyy X )

= 0u(Y o, Yy, X ) + (Y oY, by X i) + O (Y 04, b X y).
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Integrieren wir nun und wenden den Satz von Fubini an, so gilt

by
/ divy (Y) det(dy) dudvdw = / (/ 0, (Y oW, iy, X y) du) dvdw
0] 0

ag

by
+/ ( oY oy, ¥, Xt//u>dv) dwdu
[0}

az

b3
+/ (/ aW(Yolp,lpuxwv)dw) dudv
03 \Jaz

Auf jeden dieser Summanden konnen wir nun den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
anwenden. Dann gilt z.B. fiir den ersten Summand

by
/ ( 0 Y oy, 4y, xww)du) dvdw = Y o,y Xy )(by,v,w)dvdw
0 aj [

_/ Y o,y Xy )(ay,v,w)dvdw
(0]

:/ Y-d5—/ y.dé. o
(Q1.yM) (Q1,y=)

Wieder ldsst sich aus der lokalen Version des Satzes eine globale Version fiir Mannigfaltigkeiten
mit Rand ableiten. Wie im den zweidimensionalen Fall (Abschnitt 2.3.1) miissen wir hierfiir klaren,
was das duBlere Einheitsnormalenfeld ist. Intuitive gesprochen zeigt dieses Einheitsnormalenfeld
N: M — R?® immer aus der Mannigfaltigkeit M heraus. Formal lisst sich diese Intuition durch
die folgenden zwei dquivalenten Moglichkeiten modellieren:

® Sei (U,V,y) eine orientierungserhaltende lokale Parametrisierung, also detdy > 0. Wir
wollen als Konvention verabreden, dass die die Koordinaten im ,, Parameterraum“ immer
durch (u,v,w) € U bezeichnet werden wohingegen die Koordinaten im ,, Ortsraum“ im
Folgenden immer (x, y,z) € V sein werden. Dann ist das dufere Einheitsnormalenfeld fiir
p € OM NV gegeben durch

LY
16,0 % 9,0

wobei ¢~ (p) = (up,vp,0) e H3 N U ist.

N(p) = (up>vp,0),

® Sei p € OM. Dann gibt es immer ein € > 0 und eine regulire C'-Kurve y: [—€, €] — R3
mit y(0) = p und y’(0) € N, M, sodass y(t) € int(M) genau dann, wenn ¢t < 0 (Ubung:
Uberlegt euch warum!). Dann ist das #uBere Einheitsnormalenfeld in p gegeben durch

7’

N(p) = —L—(0).
4l

Satz 2.16 — Divergenzsatz von GauB (fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand). Sei M c V c R3
wobei M eine kompakte 3-dimensionale C2-Untermannigfaltigkeit und V eine offene Menge
ist. Weiterhin sei N: dM — R das duBere Einheitsnormalenfeld von M. Dann gilt fiir jedes
Cl'-Vektorfeld Y: V — R3, dass

/ div(Y) dxdydz = / (Y,N)do.
M oM
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Beweisskizze. Der Beweis ist wieder sehr dhnlich zum Beweis fiir den entsprechenden Satz von
Stokes (Satz 2.12). Es lohnt sich beide Beweise zu vergleichen.

® Jeder Punkt p € M besitzt eine offene Umgebung V,, C R3, sodass M N V), orientie-
rungserhaltend durch einen Quader parametrisiert werden kann, d.h., es existiert eine lokale
Parametrisierung (U, V), ¥,) mit detdy,, > 0 und

Up = (ai,p,b1,p) X (az,p,ba,p) X (a3 p, b3 p).

® Da M kompakt ist, reichen endlich viele dieser lokalen Parametrisierungen {(U;, Vi, ) }7_,
aus, um ganz M zu parametrisieren, d.h., es gilt M C |J]_, V;. Weiterhin kann nachgewiesen
werden (Ubung!), dass es €; > 0 existieren, sodass sogar M C Ui, ¥i(Qi), wobei

: =3
Qi = lai+e,bii—€] x[ar+€,br;i — €] X [az;+e€,b3; —€] CH.

® Lemma 2.4 garantiert uns, dass eine zu {V;};_, untergeordnete Zerlegung der Eins {¢;}?_|
existiert. Es ist moglich diese Zerlegung so zu wihlen (Ubung!), dass

supp(¢;) "M C y;(int(Q;)).

® Wir definieren ¥; := ¢;Y. Da alle ¢; C*-Abbildungen sind, ,.erbt” ¥; die Regularitit von Y.
Somit folgt aus der Linearitét der Divergenz, dass

div(Y) = div(Yy) + ... + div(Yy).

Weiterhin folgt aus supp(¢;) N M C y; (int(Q;)), dass supp(¥;) N M C y;(int(Q;)).

B Aus der Linearitit des Riemann-Integrals, dass wir nur noch jedes div(Y;) einzeln zu be-
trachten miissen. Weiterhin zeigt uns der Transformationssatz (Satz 1.10) dass

/ div(Y;) dxdydz = / div, (Y) detdy; dudvdw = / div, (Y) det dy; dudvdw,
M U; ]

i

wobei die letzte Gleichheit aus supp(Y;) N M C int(y;(Q;)) folgt.
B Wieder gibt es zwei Fille:

(i) ¥ilo, parametrisiert ein inneres Stiick von M, d.h., Q; N H? = 0. Dann folgt aus dem
dem Satz von GauB fiir Quader (Satz 2.15), dass

/ divy (Y) detdy; dudvdw = / ((Yi, Ny oy;)do = 0,
i 00;

L

wobei die letzte Gleichheit aus (Y; o ¥/;)|s0, = 0 folgt.

(i) ¥il|p, parametrisiert ein Stiick von M am Rand, d.h., Q; N H? # 0. Dieses mal folgt aus
Satz 2.15, dass

/ divy (Y) detdy; dudvdw = / ((Yi,N> O(//i)do
) 00;

/ ((Y;, N) o y;) do,
OMNY; (Q;)

da (Y; o ¢)lag; (p) # O nur fiir p € 00 N H? moglich ist. O
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2.4 Potentialtheorie

24.1

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit zwei wesentlichen Fragen beschéftigen. Die erste fragt,
wann wir gegebene Bewegungsgleichungen ,,aufintegrieren* konnen:

Welche Vektorfelder Y besitzen ein Potential ®?
(d.h., lassen sich als Y = grad(®) schreiben.)

Diese Aufgabe soll uns in den Abschnitten 2.4.1 und 2.4.2 beschiftigen. Aufbauend auf unsere
Antworten, werden wir versuchen diese Potentiale besser zu verstehen. Insbesondere, wird uns
interessieren:

Wie héngt die Quelldichte div(Y) eines konservativen Vektorfelds Y
mit seinem Potential ® zusammen?

Mit diesem Problem werden wir uns in den Abschnitten 2.4.3 — 2.4.5 befassen.

Konservative Vektorfelder

Wir sagen, dass ein stetiges Vektorfeld Y: U — R” ein Potential besitzt, wenn es eine C!-
Abbildung ®: U — R gibt, sodass ¥ = grad(®). In diesem Fall wird Y auch ein Potentialfeld
genannt. Wir wollen nun herausfinden, welche Vektorfelder Potentialfelder sind, und wie wir ein
Potential fiir sie bestimmen konnen. Eine natiirliche Moglichkeit ein Vektorfeld zu ,.integrieren‘
stellt das Kurvenintegral dar. Mengen fiir die dieser Ansatz sinnvoll ist, heilen wegzusammenhin-
gend: Eine Menge U C R" ist wegzusammenhiingend, wenn fiir alle p, g € U eine stetige Kurve
v: [0,1] — U existiert mit y(0) = p und y(1) = g. (Also ein ,,Weg* zwischen p und q.)

Definition 2.12. Sei U C R” eine offene, wegzusammenhéngende Menge. Ein stetiges Vektorfeld
Y: U — R” heifit konservativ, wenn fiir alle p, ¢ € U und alle C'-Kurven y, 7: [0, 1] — U mit
¥(0) =p =7(0) und y(1) = g = y(1) gilt

/Y-d§ _ /Y-dE’,
b4 ¥

d.h., wenn Kurvenintegrale wegunabhdngig sind, also nur von den Endpunkten p und g abhéngen,
aber nicht vom gewihlten Weg.

Lemma 2.9. Ein Vektorfeld Y : U — R" ist konservativ, genau dann, wenn fy Y - d¥ = 0 fiir alle
geschlossenen C!-Kurven y: [0,1] — U, d.h. y(0) = y(1), gilt.

Beweis. Ubung! O

Es stellt sich heraus, dass Konservativitéit genau die benotigte Eigenschaft ist, um Potentialfeld
zu charakterisieren.

Satz 2.17. Ein stetiges Vektorfeld Y: U — R” {iber einer offenen wegzusammenhidngenden
Menge U c R" besitzt genau dann ein Potential, wenn Y konservativ ist.

Beweis. ,,=“: Angenommen Y besitzt ein Potential ®: U — R, d.h. Y = grad(®), dann folgt die
Konservativitit aus

/ Y- d§ = B(y(1)) - D (0)).

Y
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fiir alle C'-Kurven y: [0, 1] — U (Satz 2.4).

,,<=*“: Nehmen wir nun an, dass Y konservativ ist. Wir werden erst einen Kandidaten fiir das
Potential definieren und dann zeigen, dass dieser auch tatsdchlich ein Potential ist. Sei hierfiir
p € U. Wir definieren ®: U — R durch ®(p) := 0 und

®(q) = / Y .ds

Ya

fir ¢ € U, wobei y,: [0,1] — U eine C!'-Kurve ist mit y,(0) = p und y,(1) = g. Die
Konservativitit von Y garantiert uns, dass diese Definition tatsdchlich Sinn ergibt, also, dass die
Definition von ®(g) nicht von der Wahl der Kurve y,, abhingt.

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass auch wirklich grad(®) =Y gilt. Da U offen ist gibt es

fiir jedes ¢ ein € > 0, sodass g + he; € U fiir alle |h| < eundi = 1,...,n. Eine Kurve von p nach
g + he; ist nun gegeben durch yg4pe, : [0, 1] — U mit
’yC](Zt) at € [0’ 1/2)’
yq+he,: e
g+h2t—1)e; ,tellf21].

Es folgt, dass
h h
/ Y-d?—/Y-dEz/ Y(q+te;),e;ydt = / Y;(q +te;) dr.
Yq+he; Yq 0 0
Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung zeigt somit, dass d,, ®(q) = Yi(q). O

Anmerkung 2.4.

E Die Konstruktion von @ im obigen Beweis gibt eine Moglichkeit Potentiale tatséchlich
auszurechnen. In der Praxis empfiehlt es sich dann natiirlich iiber moglichst einfache Kurven
zu integrieren, z.B. (achsenparallele) Geradenstiicke.

m Das Potential eines Potentialfelds ist eindeutig bestimmt bis auf eine additive Konstante. In
der Konstruktion des obigen Beweises, entspricht sie genau der freien Wahl eines Startpunk-
tespeU.

Existenz von Potentialen

Wir haben nun eine Moglichkeit das Potential eines Vektorfeldes zu berechnen, vorausgesetzt es
ist konservativ. Es bleibt also die Aufgabe (moglichst allgemeine) Kriterien anzugeben, wann dies
der Fall ist.

Lemma 2.10. Ist ®: U — R" eine C-Abbildung. Dann gilt
Rot(grad(®)) = 0.
Beweis. Es gilt Joraq(0) = Hess(®). Nach dem Satz von Schwarz ist Hess(®) symmetrisch, also,
0 = Hess(®) — Hess(®)" = Jorad(®) — J;,rrad(q)) = Rot(grad(®)). O

Somit ist Rot(Y) = 0 eine norwendige Bedingung fiir ein Potentialfeld. Diese Aussage ist
wichtig genug um in einem Satz zusammengefasst zu werden.
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I Satz 2.18.Ist Y : U — R” ein C'-Potentialfeld, dann gilt Rot(Y) = 0.

Felder die diese Bedingung erfiillen nennen wir rotationsfrei (oder auch wirbelfrei). Da diese
Bedingung mithilfe eines Differentialoperators gestellt wird, ist sie /okal. In diesem Fall meint
das, dass diese Bedingung etwas liber die ,,Beschaffenheit” des Vektorfeldes in einer ,.kleinen*
Umgebung um jeden Punkt aussagt. Sie beriicksichtigt aber nicht die globale ,,Beschaffenheit* des
Raums (hier U), auf dem unser Vektorfeld definiert ist. Das folgende Beispiel zeigt uns aber, dass
die globale Beschaffenheit von U fiir die Existenz eines Potentials nicht vernachlidssigt werden
kann.

Beispiel 2.12 — Magnetfeld eines unendlichen Leiters. Sei U := R? \ {0} und

-y
Y(x,y) = x2+y2) .

X _
x2+y?

Bis auf physikalische Konstanten ist das der (horizontale) Querschnitt des Magnetfelds eines
unendlich langen Leiters. Wir rechen nach, dass

2y2 - (x2 + y2) X2+ y2 —2x2

= 0.
(a2 +y2)? (2 +y2)?

ot(xy) ¥ = (0yY1 = 0xY2) (x,y) =

Das Vektorfeld Y ist also rotationsfrei. Aber das Kurvenintegral von Y iiber den durch y: t
(cos(2), sin(z)), t € [0, 27), parametrisierten Einheitskreis ist gegeben durch

2 —sin(t) . 2
Y-ds = ﬂ< coF @ | [ sind) Jar = “1di =27 % 0
y 0 —cos() "\ cos(r) 0 '

cos? (¢)+sin®(¢)

Also kann Y kein konservatives Vektorfeld iiber U = R? \ {0} sein (Lemma 2.9). Allerdings ist
das nicht das Ende der Geschichte. Schrinkten wir den Raum auf dem wir ein Potential suchen
ein, dann konnen wir ein Potential finden: Betrachten wir z.B. U := {x > 0}. Dann kann man
nachrechnen ( Ubung/ ), dass

o (;C) — arctan(y/x)

ein Potential fiir Y| ist.

Dieses Beispiel zeigt klar, dass die Existenz eines Potentials auch vom Definitionsbereich
des Vektorfelds abhingt. Was ist nun der Unterschied zwischen R? \ {0} und {x > 0}? Intuitiv
gesprochen, dass die erste Menge ein ,,Loch* hat und die zweite nicht. Mathematisch formalisieren
wir dies dadurch, dass wir verlangen, dass sich jede stetige Kurve stetig in jede andere Kurve mit
den gleichen Anfangs- und Endpunkten deformieren lésst.

Definition 2.13. Sei U c R" wegzusammenhingend. Stetige Kurven y,¥: [0,1] — U mit
v(0) = 7(0) = pund y(1) = (1) = g heiBen homotop in U (mit festen Endpunkten), wenn eine
stetige Abbildung ¢ : [0, 1] x [0, 1] — U existiert, sodass fiir die Kurven y,: ¢ — (s, 1) gilt

" yo=yundy; =7;

B y,(0) = xpund ys(1) = x; fiiralle s € [0, 1].

Die Abbildung ¢ heifit Homotopie zwischen y und ¥. Sind beliebige zwei Kurven in U mit
gleichem Anfangs- und Endpunkt homotop, dann heilit U einfach zusammenhingend.
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Lemma 2.11. Sei U ¢ R” eine offene Menge. Es gilt
B U istkonvex = U iststernformig = U ist einfach zusammenhingend.

B [st ¢: U — R”" ein Diffeomorphismus und U einfach zusammenhingend, dann ist auch
¢(U) einfach zusammenhzngend.

Beweis. Ubung! O

Diese Definition gibt uns hinreichende globale Bedingungen fiir die Existenz eines Potentials.

Satz 2.19. Sei U c R" eine offene, einfach zusammenhédngend Menge und Y: U — R" ein
rotationsfreies C!-Vektorfeld. Dann besitzt ¥ ein Potential.

Beweis. Um die Existenz eines Potentials zu zeigen, reicht es zu zeigen, dass Y konservativ ist
(Satz 2.17). Nun merke ich zuerst an (ohne Beweis), dass wir 0.B.d.A. annehmen kénnen, dass wir
Homotopien betrachten, die sogar C2-Abbildungen sind. Dann erfiillt die Homotopie ¢ genau die
Anforderungen, die wir fiir den Rotationssatz (Satz 2.10) benotigen. Anwenden dieses Satzes zeigt
die Konservativitit. (Ubung: Arbeit die Details aus.) ]

Anmerkung 2.5. Einfacher Zusammenhang ist nicht notwendig fiir die Existenz eines Potentials,
denn starten wir auf einer beliebigen offenen Menge mit einem C'-Skalarfeld, dann ist dieses (per
Definition) das Potential ihres Gradienten. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion (x, y) > (x2+y?)™"?
iiber R? \ {0}.

In der Regel ist es nicht trivial zu beweisen, dass eine Menge nicht einfach zusammenhingen
ist. Allerdings gibt uns der obige Satz ein Hilfsmittel, dass einen interessanten Zusammenhang
zwischen topologischen Eigenschaften eines Raumes (hier: einfacher Zusammenhang) und analy-
tischen Eigenschaften von Vektorfeldern iiber diesem Raum (hier: Konservativitit) zeigt.

Satz 2.20. Sei U c R" eine offene wegzusammenhéngende Menge. Existiert ein rotationsfreies
Vektorfeld Y: U — R", das nicht konservativ ist, dann ist U nicht einfach zusammenhéngend.

Korollar 2.1. Die Mengen R? \ {0} und R? \ {z = 0} sind nicht einfach zusammenhzngend.

Beweis. Folgt aus dem vorangegangenen Satz 2.20 und Beispiel 2.12. |

Der Laplace-Operator

Wir beginnen mit einer physikalischen Motivation fiir die Betrachtung des Laplace-Operators: Sei
E: M — R? ein elektrisches Feld auf einer Untermannigfaltigkeit mit Rand M c R?, die diffeo-

morph zur abgeschlossenen Kugel IB%?(O) ist. Sei N: 0M — R? das #uBere Einheitsnormalenfeld
von M. Dann setzt das Gauf3’sche Gesetzt die Ladungsdichte p: M — R in M in Beziehung zur
Oberflichenladungsdichte auf 0 M durch

/6M<E,N>do = /Mpdx.

Wenden wir auf die linke Seite den Divergenzsatz (Satz 2.14) an, so erhalten wir die differenzielle
Form des GauB’schen Gesetzes — div(E) = p. Nehmen wir an, dass das Magnetfeld B: M — R3
statisch ist, dann folgt aus dem Induktionsgesetz rot(E) = —9B/s:, dass E rotationsfrei ist. Somit
zeigt uns Satz 2.19, dass E ein Potential ®: M — R besitzt. Setzen wir dieses in das Gauf3’sche
Gesetz ein, so erhalten wir den Zusammenhang p = div(grad ®) =: A .
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Definition 2.14. Sei U c R” offen. Der Laplace-Operator A: C*(U) — C°(U) ist definiert
durch

A f = div(grad f).

Es folgt direkt aus der Definition, dass A f = tr Hess(f) = 3, 8i2 f. Ubliche suggestive Schreib-
weisen fiir den Laplace-Operator sind V - V£ und V2. Die Differentialgleichung A f = g heift
Poisson-Gleichung. Im Spezialfall, dass g = 0 ist, also A f = 0, wird diese Gleichung auch als
Laplace-Gleichung bezeichnet. Losungen der Laplace-Gleichung heilen harmonische Funktio-
nen.

Lemma 2.12. Der Laplace-Operator ist linear.
Beweis. Die Operatoren grad und div sind lineare. |

Losungen der Poisson-Gleichung sind im Allgemeinen nicht eindeutig, denn ist A f = g und
H eine harmonische Funktion, dann zeigt die Linearitit, dass auch A(f + H) = A f = g ist. Fiir
unser motivierendes Beispiel heifit das, dass wir das elektrische Potential @ beliebig um eine
harmonische Funktion dndern konnen, ohne die physikalische Observable (hier p) zu veridndern. In
der Physik wird dies als Eichfreiheit (engl. gauge freedom) bezeichnet. Es ist somit von Interesse
den Laplace-Operator und harmonische Funktionen besser zu verstehen.

Satz 2.21. Der Laplace-Operator ist translations- und rotationsinvariant, d.h., ist f € C*(U) und
T(x) = Ax + b fiir A € SO(n) und b € R", dann gilt

A(foT) = (Af)oT.
Beweis. Dieser Satz folgt aus der Jacobi-Formel (Satz 2.22). (Ubung: Arbeitet die Details aus.) O

Um diese Aussage zu beweisen werden wir uns das Transformationsverhalten von unseren Dif-
ferentialoperatoren anschauen. Elementar kann dieses auf die Kettenregel zuriickgefiihrt werden.
Das fiihrt allerdings zu sehr langen und uniibersichtlichen Rechnungen. Wir werden einen anderen
Ansatz verfolgen.

Hierfiir miissen wir noch etwas Notation einfithren. Die Gram’sche Matrix beziiglich eines
Diffeomorphismus ¢: U — V (d.h., Koordinatentransformation) ist die Matrix J; Jop =0 G =
(gij) € R™". Sie driickt die ,,Transformation‘ des Skalarproduktes aus, denn

gij = e Iodpe; = (JpenTye;) = (dp(e;),dp(e))).

Die Determinante der Gram’schen Matrix g := det G ist als Gram’sche Determinante bekannt.
Der Determinantenmultiplikationssatz zeigt, dass sie das Quadrat der Funktionaldeterminante ist,
d.h. \/g = |detdg|. Ist die Gram’sche Matrix diagonal, d.h., g;; = O fiir i # j, so nennen wir die
Koordinaten ¢ orthogonal. In diesem Fall Lisst sich die Inverse der Gram’schen Matrix G~! = (g'/)
sehr leicht bestimmen, denn G ~! ist auch orthogonal und es gilt

1
gii.

ii

g =

Wir werden nun zuerst Transformationsformeln fiir den Gradienten und die Divergenz herleiten.
Hieraus ergibt sich dann sofort eine Transformationsformel fiir den Laplace-Operator.
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Lemma 2.13. Seien U,V ¢ R" offen und ¢: U — V ein C2-Diffeomorphismus. Bezeichne G !
die Inverse der Gram’schen Matrix (bzgl. ¢). Dann gilt fiir alle f € C'(V), dass
O(fop)
08
de~'(grad(f)) = G7'|

8(fop)
o8,

wobei V 3 x = (x1,...,X,) = @(&) mité = (&1,...,&,) € U.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, definieren wir F' := f o ¢. Nun folgt aus der Kettenregel,
dass

.
grad(f) = 17 = 1%, = (JFJWI) =TI

Verwenden wir nun den Umkehrsatz, insbesondere J ol = 1) ;1, dann sehen wir, dass
A(fop) A(fop)
0& o0&
de™(grad(f)) = T d0 I = IMANT) 0 | =67 0
A(fop) A(fop)

Um die Transformationsformel fiir die Divergenz herzuleiten verwenden wir die n-dimensionale
Verallgemeinerung der Charakterisierung der Divergenz mithilfe der Determinante (Lemma 2.8).
Der Beweis verliuft ginzlich analog, weshalb ich euch die Details als Ubung iiberlasse.

Lemma 2.14. Sei V ¢ R" offen und Y : V — R” ein C'-Vektorfeld. Dann gilt
n
div(Y) det(X, ..., X,) = Z det(X1, ..., Xie1,dY(X;), Xists - - - Xn) (2.6)
i=1

fiir alle X3, ..., X,, € R".

Anmerkung 2.6. Die Notation fiir die rechte Seite der Gleichung bedarf einer Anmerkung: Sie
ist so zu verstehen, dass fiir den i-ten Summanden der Vektor X; durch die Richtungsableitung

dY (X;) ersetzt wird. Insbesondere ist der erste Summand det(dY (X), X», ..., X;;) und der letzte
Summand det(X1, ..., X,_1,dY(X,)).

Lemma 2.15. Seien U,V c R" offen und ¢: U — V ein C2-Diffeomorphismus. Bezeichne g
die Gram’sche Determinante (bzgl. ¢). Dann gilt fiir alle C'-Vektorfelder Y: V — R”, dass

. 1 v 0 -
div(Y)o ¢ = @;G—&(Yz\@)

wobei Y op =¥ =", YVidp(e;) und & = (&1,...,&,) € U.

Beweis. Wir beobachten zuerst, dass X; = dg(e;) = 9¢/o& eine Basis des R” ist, da ¢ ein
Diffeomorphismus und somit d¢ ein Isomorphismus ist. Es folgt somit

det(Xy,...,X,) = detdp = det], = +fg.
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Betrachten wir nun die rechte Seite der Gleichung (2.6). Fiir p € U zeigt die Kettenregel, dass

o
do(p)Y (Xi) = dop)Y (dpglen) = dp (Y 0 @)(er) = 7|

Aus der Multi-Linearitéit der Determinante folgt fiir jeden Summanden, dass

0 -
det(Xl"'-’Xl'—1$ngY(Xl')’Xi+1"'-’XI’L) = Edet(xl’ Xl ]’Y Xi+1,'-"Xl’l)

—Zdet(Xl,.. LT X,

J#i

Aus der Alterniertheit der Determinante und dem Satz von Schwarz folgt dann, dass sich die
,doppelten Ableitungen® in Gleichung (2.6) wegheben, d.h.,

n
Zdet(Xl,...,X,-_l,d<pY(X,-),Xl-+1,.. X,) = Zgdet(xl,...,X,-_l,?,Xm,...,Xn).
. 1

Einsetzen der Basisdarstellung Y = IV Y;X; und erneutes Ausnutzen der Alterniertheit der

Determinante liefert das Resultat. O

Satz 2.22 — Jacobi-Formel. Seien U,V c R" offen und ¢: U — V ein C?-Diffeomorphismus.
Bezeichne G = (g;;) die Gram’sche Matrix, G™! = (g'/) und g = detG. Dann gilt fiir alle
f € C*(V), dass

(iazf)oso = (Af)op =

2
i Ox;

wobei V 3 x = (x,...,Xx,) = (&) mit & = (&1,...,&,) € U.

Beweis. Folgt durch Einsetzen der Transformationsformel fiir den Gradienten in die Transforma-
tionsformel fiir die Divergenz. O

> %(\@gija(];;i‘:@))'

i=1 j=1

%l

Diese Formel mag auf den ersten Blick kompliziert wirken. Das folgende Beispiel wird aber
veranschaulichen, dass sie sich recht einfach auf die {iblichen Koordinatensysteme anwenden lasst.

Beispiel 2.13 — Laplace-Operator in Polarkoordinaten. Wir betrachten die Polarkoordinaten
o(r,0) = (rcos,rsin@) mit (r,0) € U = (0, R) X (0,27x). Dann ist

cosf@ —rsinf
sind rcos@

Jo(r,0) = (

Somit folgt durch direktes Nachrechnen, dass

(1 0 1 _ (10 )
G—(O rz)’ G _(O 1/r2) und g = r-.

Somit erhalten wir fiir f € C(¢(U)) und F := f o ¢ durch Einsetzen in die Jacobi-Formel, dass

2 92 10 0 10 10
- — = 1 —F(r,0 —F(r,0
Gl )+ G = oo ( ZF(r, )) 89( S 5aF ))
92 140 2
= azF(r 8)+—8—F(r 0) + 2ang(r 0),
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Nachdem wir nun das Transformationsverhalten des Laplace-Operators verstanden haben,
wollen wir uns noch eine wichtige Eigenschaft von harmonischen Funktionen anschauen.

Satz 2.23 — Maximums-Prinzip. Sei U c R” offen und beschrinkt und f € C°(U) n C%(U)
harmonisch. Dann gilt

i < <
Jmin flx) < f < max f(x),
d.h., Maximal- bzw. Minimalstellen von f liegt auf dem Rand von U (oder f ist konstant).

Beweis. Wir betrachten nur die Aussage fiir Maximalstellen. Der Beweis fiir Minimalstellen erfolgt
analog (Ubung!). Weiterhin nehmen wir an, dass f keine konstante Funktion ist, denn fiir diese ist
die Aussage trivial. Sei nun € > 0. Wir definieren

g(x) = fx)+ellxll”.

Da g stetig ist und U kompakt, existiert ein xo € U mit sup g f(x) = f(xo). Wir behaupten, dass
xp € OU. Angenommen dem wire nicht so. Dann wire Hess,, (g) negativ semi-definit, also alle
Eigenwerte von Hessy, (g) wiren nicht positiv. Wir rechnen aber nach, dass

trHessy,(g) = (Ag)(xo) = (Af)(x0) + 2ne > 0

was einen Widerspruch darstellt, weil tr Hess,, (g) gleich der Summe der Eigenwerte von Hess, (g)
ist. Somit gilt f(x) < g(x) < g(x0) = f(x0) + €|lxo||? fiir alle x € U. Da x( € AU erhalten wir

sup f(x) < sup f(x) + e max |x]°.
xeU xedUu xedUu

Lassen wir nun € — 0 so erhalten wir die Behauptung. m|

Dirichlet- und Neumann-Randwertprobleme

Wir wollen nun anschauen, wann eindeutige Losungen der Poisson-Gleichung existieren. Wir haben
bereits diskutiert, das wir fiir den Eindeutigkeitsteil im Allgemeinen zusitzliche Bedingungen
bendtigen. Die physikalische Motivation, die wir am Anfang des vorangegangenen Abschnittes
2.4.3 besprochen haben, legt zwei Ansétze nahe.

Der erste Ansatz ist es die Werte fiir unsere gesuchte Losung auf dem Rand der Mannigfaltigkeit
festzulegen. In unserem Beispiel wiirde dies dem Anlegen eines elektrischen Potentials auf dem
Rand entsprechen. Dies fiihrt zu dem folgenden Randwertproblem.

Definition 2.15 — Dirichlet Randwertproblem. Seien f: M — Rund g: 0M — R gegeben.
Wir suchen ein ®: M — R, sodass

A®d = f inint(M),
®|,,, =g aufdM.
In der Formulierung des Problems habe ich absichtlich keine Anforderungen an die Funktionen
f,gund M gestellt, da es eine Fiille an Literatur gibt, die untersucht, wie diese zu wihlen sind, damit

Existenz und Eindeutigkeit der Losung bewiesen werden konnen (siehe [FK14]). Der folgende Satz
stellt eine mogliche Wahl vor.
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Satz 2.24.Sei M c R? eine C?-Untermannigfaltigkeit mit Rand die diffeomorph zu IBB?(O)
ist. Seien weiterhin f € C'(M) und g € C°(9M). Dann hat das Dirichlet Randwertproblem
beziiglich (M, f, g) genau eine eindeutige Losung @ € CO(M) N C%(int(M)).

Beweis. Der Beweis der Existenz einer Losung ist nicht einfach und wir werden an dieser Stelle

nicht weiter darauf eingehen. Interessierte finden weitere Details und Literaturangaben in [FK14,

§14]. Die Eindeutigkeit der Losung kdnnen wir aber ohne Probleme mit unseren Mitteln beweisen.
Seien also ® und ® Losungen fiir das Dirichlet Randwertproblem. Es folgt, dass

A(D-D) = AG-AD = f—f = 0.

Analog folgt, dass (® — ®)|gps = 0. Somit ist ® — & harmonisch und aus dem Maximums-Prinzip
(Satz 2.23) folgt, dass

0 = mn(®@-®) < P-P < max(d-P) = 0.
oM oM

Also folgt @ — ® = 0, was dquivalent zu ® = @ ist. O

Der zweite Ansatz Eindeutigkeit fiir die Losung der Poisson-Gleichung zu erhalten ist es, den
Gradienten der Losung in Richtung des dufleren Einheitsnormalenfelds festzulegen. Physikalisch
entspricht das in unserem Beispiel dem Vorschreiben der Oberflichenladungsdichte auf dem Rand
von M. Das zugehorige Randwertproblem ist

Definition 2.16 — Neumann-Randwertproblem. Sei N: dM — R? das duBere Einheitsnor-
malenfeld von M. Fiir gegebene f: M — R und g: 0M — R suchen wir ein ®: M — R
mit

AD = f inint(M),
(grad®d,N) = g auf oM.

Wieder betrachten wir nur eine mogliche Wahl, wie wir M, f und g wihlen kdnnen, um die
Existenz eindeutiger Losungen zu garantieren.

Lemma 2.16. Sei U c R" offen, f € C'(U) und Y: U — R” ein C!-Vektorfeld. Dann gilt
div(fY) = fdiv(Y) + (grad(f),Y).

Beweis. Ubung! O

Satz 2.25.Sei M c R? eine C2-Untermannigfaltigkeit mit Rand die diffeomorph zu ]B?(O)
ist. Seien weiterhin f € C'(M) und g € C'(9M). Dann hat das Dirichlet Randwertproblem
beziiglich (M, f, g) genau dann eine Losung ® € C!'(M) N C?(int(M)), wenn

/fdxdydz :/ gdo. 2.7
M oM

Diese Losung ist eindeutig bis auf eine additive Konstante.

Beweis. Wieder verweisen wir hier fiir den Beweis der Existenz auf [FK14, §14]. Die Notwendig-
keit der Bedingung (2.7) und die Eindeutigkeit konnen wir aber wieder beweisen.
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Zuerst zur Bedingung (2.7). Angenommen ®: M — R 16st das Neumann-Randwertproblem
fiir die Daten (M, f, g). Dann ergibt der Divergenzsatz von Gauf} (Satz 2.16), dass

/fdxdydz = / AD dxdydz :/ (grad ®, N) do :/ g do.
M M oM oM

Somit ist die Bedingung (2.7) unerlisslich. Nun zur Eindeutigkeit. Seien ® und ® Losungen zum
Neumann-Randwertproblem fiir die Daten (M, f, g). Wir definieren H := ® — ®. Wieder sehen
wir, dass H harmonisch ist, d.h. A H = 0. Weiterhin ist (grad H, N) = 0 und durch Ausnutzen von
Lemma 2.16 sehen wir ein, dass

div(H grad(H)) = Hdiv(grad(H)) + (grad(H),grad(H)) = HAH + ||grad(H)||2.

Anwenden des Divergenzsatzes von Gauf} ergibt

/ || grad(H)||? dxdydz = / div(H grad(H)) dxdydz = / (H grad(H), N)do = 0.
M M oM

Da || grad(H)||? eine nicht-negative stetige Funktion ist, folgt grad(H) = 0. Somit ist ® = ® + ¢
fiir ein ¢ € R. o

Anmerkung 2.7. Ich habe bereits angesprochen, dass es moglich ist M, f und g anders zu wihlen
und immer noch dhnliche Aussage wie in den vorangegangenen Sitzen zu erhalten. Ich mdchte
das noch einmal bekriftigen, indem ich darauf hinweise, dass die obigen Versionen auch /nnern-
raumproblem genannt werden, denn wir 16sen die Randwertprobleme im Inneren einer kompakten
Mannigfaltigkeit M. Analog kann man sich auch das Aufenraumproblem R3 \ M bzw. das Ganz-
raumproblem auf ganz R3 anschauen. Allerdings bendtigen wir zusitzliche Annahmen an f, damit
z.B. die uneigentlichen Integrale existieren. Weiter Information findet ihr in [FK14].

Fundamentallosung des Laplace-Operators

Wir werden nun eine Integral-Formel herleiten, die uns einen Kandidaten fiir die Losung Poisson-
Gleichung gibt.

Lemma 2.17.Sei M c R? eine C?-Untermannigfaltigkeit, die diffeomorph zu ]B:f (0), und
bezeichne N: M — R3 das duBere Einheitsnormalenfeld. Dann gilt fiir alle f,g € C*(M),
dass

/ng—gAfdxz/ f(grad g, N) — g(grad f, N) do.
M oM

Beweis. Ubung! (Tipp: Benutzt Lemma 2.16.) O
Satz 2.26. Wir definieren die Funktion I": R3\ {0} — R durch I'(x) := m. Es gilt

(1) T ist harmonisch;
(ii) gradI'(x) = ﬁ X

llxI1?
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(iii) Ist M c R3 eine zu Bf(O) diffeomorphe C2-Untermannigfaltigkeit und N: M — R3 das
duBere Einheitsnormalenfeld, dann gilt fiir alle f € C>(M) und x € M, dass

f) = - / T ()AAG)dy+ / Iy grad £, N) - f (grad yx, Ny do,  (2.8)
M oM
wobei Iy (y) :=T'(y —x) fiir y # x.

Beweis. Die Behauptungen (i) und (ii) folgen durch direktes Nachrechnen (Ubung!).

Um nun die Gleichheit (2.8) herzuleiten, betrachten wir das Integral fM I'(y)Af(y),dy.Es
handelt sich um ein uneigentliches Integral handelt, da ' eine Singularitit in y = x € M hat. Wir
wenden also nun den Ausschopfungssatz (Satz 1.15) an, um dieses Integral zu berechnen. Hierfiir
beobachten wir, dass fiir hinreichend kleines r > 0 die Kugel B} (x) c int M ist, und dass T, auf
M, = M \ B3(x) wohldefiniert ist. Aus dem Lemma 2.17 folgt nun, dass

/ L) Af(y)dy = / I, (grad £, N) - f (grad yx, N) do
M, oM (2.9)

+ / I (grad f, N) — f (grad yx, N) do.
B3 (x)

Das erste Integral auf der rechten Seite hiingt nicht von r ab. Wir miissen also nur noch das zweite
Integral berechnen. Hierfiir folgern wir aus (i) und (ii) die einfachen Identitéten:

1
L) = ¢
_ —(y-x) N
gradCe(y) = 4nrd Anr? )

fir y € 0B3(x) = S2(x). Somit rechnen wir unter Anwendung des Transformationssatzes nach,
dass

/ I, (grad f,N)Ydo = r? / (Tx {grad f, N)) (x + r¢) do(&)
$2(x) 2(0)

1

O 4L (grad £, N)(x + r&) do(£).
7 Js2(0)

Da (grad f, N) < || grad f|| < oo folgt, dass dieses Integral gegen O strebt, wenn » — 0. Analog
berechnen wir

frdTa N do = 7 [ (7 Grad e b)) s ) dote)

SZ(x)
© L S o)

dr S%(

Aus der Leibniz-Regel fiir Parameterintegrale (Satz 1.9) und der Tatsache, dass /SZ ) 1do = 4n
1

ist, folgt nun, dass dieses Integral gegen f(x) strebt, wenn r — 0. Umstellen der Gleichung (2.9)
nach f(x) ergibt das gewiinschte Ergebnis. O
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Die Funktion I" heifft Fundamentallosung des Laplace-Operators. Weiterhin ist Gleichung
(2.8) als Green’sche Darstellungsformel bekannt. Wie das folgende Beispiel zeigen wird, liber-
nimmt die Fundamentallosung die mathematisch Rolle von dem, was in der Physik gelegentlich als
»0-Dirac Funktion* bezeichnet wird (ein Begriff, der allerdings einigen theoretischen Erklarungs-
bedarf aufweist).

Beispiel 2.14.Sei pi,...,ps € R? eine endliche Ladungsverteilung mit Punktladungen
01,...,0s € R. Wir definieren das elektrische Potential

S

o— = 1 s _Qi
() = ), ~Qilp(x) = Ezlm

i=1

firx € R*\ {p1,...,ps}. Das elektrische Feld ist nun E (x) := grad ® und es folgt direkt aus dem
vorangegangen Satz 2.26, dass das A ® = div E = 0. Fiir eine Untermannigfaltigkeit M c R> wie
im Satz 2.26 mit p; € int M fiiri = 1, ..., s folgt dann aus der Green’schen Darstellungsformel,

dass i
<E,N> dO = Qi-

Diese Beobachtung lisst sich auf ,kontinuierliche Ladungsdichten* ausweiten. Der Beweis
beruht im Wesentlichen darauf, dass die Reihenfolge von Laplace-Operator und Integration ver-
tauscht wird. Ich gehe an dieser Stelle aber nicht weiter auf die Details ein und gebe nur das Resultat
an.

Satz 2.27.Ist M c R3 eine zu ]B? (0) diffeomorphe C2-Untermannigfaltigkeit und N: 0M — R?
das #uBere Einheitsnormalenfeld. Fiir f € C'(M) und ®(x) := /M I'y(y)f(y)dy ist

(i) firalle x ¢ M ist A®d(x) =0,

(ii) fiiralle x € M ist A®(x) = f(x).

Helmholtz-Zerlegung

In diesem letzten Abschnitt zur Vektoranalysis wollen wir noch einen Blick auf Vektorfelder werfen,
die kein Potential besitzen. Eine interessante Frage ist:

Konnen wir Vektorfelder ohne Potential in ,,einfachere “ Vektorfelder zerlegen?

Zuerst sollten wir natiirlich kldren, welche Vektorfelder ,.einfach* sein sollen. Eine Option
haben wir bereits kennen gelernt: Potentialfelder, bzw. etwas allgemeiner rotationsfreie Felder. Da
wir mit der Divergenz auch noch einen weiteren Differentialoperator angeschaut haben, ergibt sich
sogleich auch noch ein zweiter Kandidat: divergenzfreie Vektorfelder, d.h., Vektorfelder ¥ mit
div(Y) = 0. Der folgende Satz, den wir als Anwendung unserer Betrachtung von Randwertproble-
men sehen konnen, zeigt das Zerlegungen in solche Vektorfelder tatsdchlich existieren.

Satz 2.28 — Helmbholtz-Zerlegung. Sei M c R3 eine C>-Untermannigfaltigkeit mit duBerem

Einheitsnormalenfeld N: M — R3, die diffeomorph zu Bf (0) ist. Sei Y: M — R3 ein C'-
Vektorfeld, dann gibt es eine eindeutige Zerlegung

Y = X + grad D,
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wobei das C!'-Vektorfeld X: M — R3 divergenzfrei und parallel zu M ist, d.h., (X, N) = 0,
und die C?-Funktion ®: M — R eindeutig bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.

Beweis.

m Existenz: Um die Existenz zu beweisen, beobachten wir zuerst, dass falls eine solche Zerle-
gung ¥ = X + grad ® existiert, aus den Bedingungen an X folgt, dass

div(Y) = div(grad®) = AD und (Y,N) = (grad®, N).

Wir betrachten also das folgende Neumann-Randwertproblem

div(Y) inint(M),
0 auf oM.

AD
(grad® -Y,N)

Satz 2.25 garantiert, dass fiir dieses Problem eine, bis auf eine additive Konstante eindeutige,
Losung ®: M — R existiert. Definieren wir nun mithilfe dieser Losung das Vektorfeld
X := Y — grad ®, dann rechnen wir einfach nach (Ubung!), dass X wirklich divergenzfrei
und parallel zu M ist.

B Findeutigkeit: Angenommen Y = X + grad @ ist eine solche Zerlegung. Wir zeigen zuerst,
dass

/(X,grad@) dxdydz = 0 (2.10)
M

gilt. In der Tat folgt aus Lemma 2.16 und der Divergenzfreiheit von X, dass div(® X) =
(X, grad @). Somit folgt aus dem Divergenzsatz von Gaul (Satz 2.16) und der Parallelitiit
von X zum Rand 0M, dass

/(X,gradtb)dxdydz = / div(® X) dxdydz :/ (®X,Nydo = 0.
M M oM

Nehmen wir nun an, dass ¥ = X + grad ® = X + grad ®. Dann gilt natiirlich
0 =X - X + grad(® - ®). (2.11)

Integrieren wir das Skalarprodukt von diesem Ausdruck mit X — X iiber M, dann folgt aus
unsere obigen Betrachtung (2.10), dass

0= / I1X — X|1? + (X - X, grad(® — ®)) dxdydz = / X — X||*> dxdydz.
M M

Da || X — X||? nicht-negativ und stetig ist, folgt X = X. Somit reduziert sich Gleichung (2.11)
zu 0 = grad(® — @), woraus sogleich ® = ® + ¢ fiir ein ¢ € R folgt. O
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3.1

3.1.1

~ 3~

Gewohnliche Differentialgleichungen

Einfithrende Betrachtungen

Grundbegriffe

Notation. Wir werden im folgenden Kurven im R”, d.A., Funktionen x: I — R" fiir ein offenes
Intervall I C R, suchen, die gewissen Gleichungen geniigen. Die Variable ¢ € I kann dabei als
»Zeit™ interpretiert werden und die Variable x € R" als ,,Ort“. Es ist hierbei in der Theorie der
Differentialgleichungen iiblich sowohl die Kurve, als auch die Orts-Variable mit dem gleichen
Symbol zu notieren. Gerade am Anfang kann es niitzlich sein, sich gelegentlich zu vergewissern,
iiber welches Objekt wir sprechen. Fiir die Ableitungen der Kurve schreiben wir

2 d
d d ” d (d)

ayzy, @)’:y, @)’:y
Implizite Form. Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung in impliziter Form wird eine
Kurve x: I — R gesucht, die (zusammen mit ihren Ableitungen) die Gleichung

F(t,x,x',...,x(d)) =0

erfiillt. Diese Gleichung ist dabei so zu lesen, dass F(,x(z),x’(7), ..., x¥(¢)) = O fiiralle r € I
gilt. Hierbei ist F: Q — R” eine stetige Funktion fiir eine offene Menge Q ¢ R’ (@*D+! Insbe-
sondere muss also (¢, x(t),x'(¢),...,x4)) € Q gelten, damit die obige Gleichung wohldefiniert
ist.

Die Zahl der Ableitungen d, von der F' abhingt, heiit Ordnung der Differentialgleichung.
Ist F unabhingig von der Zeit-Variablen, d.h., F(t,x,x’,... ,x(d)) = G(x,x,... ,x(d)) fiir alle
(t,x,x',..., x4y e R @D+ dann heift die Differentialgleichung autonom.

Explizite Form. Bei einer gewohnlichen Differentialgleichung in expliziter Form wird eine
Kurve x: I — R”" gesucht, die (zusammen mit ihren Ableitungen) die Gleichung

= f(nx,x,.xTD)

erfiillt, wobei f: Q — R” eine stetige Funktion und Q ¢ R"¢*! offen ist. Die Funktion f wird als
rechte Seite bezeichnet. Eine Differentialgleichung in expliziter Form kann in eine Differentialglei-
chung in impliziter Form umgeschrieben werden. Die Begriffe Ordnung und autonom iibertragen
sich auf den expliziten Fall.

Beispiel 3.1. Die Differentialgleichung 1. Ordung

’
X =X

ist explizit und autonom mit rechter Seite f: R'*! — R, (¢,x) — x. Die zugehorige implizite
Form ist x’ — x = 0 mit F: R>*! — R, (t,x,x") — x’ — x. Direktes Nachrechnen zeigt, dass
Losungen dieser Differentialgleichung durch x(7) := ce’ mit ¢ € R gegeben sind. Wir werden
spéter sehen, dass wir dadurch schon alle Losungen gefunden haben.
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3.1. Einfiihrende Betrachtungen

Beispiel 3.2. Die Differentialgleichung 1. Ordung

x' = tx
ist explizit und nicht-autonom mit rechter Seite f: R'"*! — R, (#,x) ~— tx. Die zugehorige
implizite Form ist x’ —tx = O mit F': R2*! > R, (¢, x,x") — x’ —tx. Direktes Nachrechnen zeigt,
dass Losungen dieser Differentialgleichung durch x(7) := ce’ /> mit ¢ € R gegeben sind. Wir
werden spiter sehen, dass wir dadurch schon alle Losungen gefunden haben.

Beispiel 3.3. Die bereits in Abschnitt 2.2.1 betrachtete Rotation eines , Teilchens” p: I — R3 um
eine bewegliche Achse w: R — R? ist durch die explizite Differentialgleichung

’

p=wxp
beschrieben. Die rechte Seite ist hier f: R x R? — R3, (¢, p) — w(t) x p welche wir als das
Vektorfeld der ,,infinitesimalen Rotation® identifizieren.

Aus dem letzten Beispiel ist physikalisch ersichtlich, dass im Allgemeinen eine Differential-
gleichung keine eindeutige Losung besitzt. Sie sollte vielmehr noch von einem Anfangswert, hier
z.B. dem Startpunkt der Rotation, abhidngen. Das zugehorige Problem

{ x’ f(t,x,x',...,x(d)),

x(to) = Xo

wird Anfangswertproblem genannt, wobei 79 € I und (tg, xg) € Q.

Systeme von Differentialgleichungen

Die folgenden Beobachtungen werden uns gelegentlich helfen Differentialgleichungen in eine
einfachere Form zu bringen. Das wird uns ermoglichen die Notation in unseren nachfolgenden
Sédtzen zu vereinfachen.

Beobachtung 1. Eine Differentialgleichung
x(@) = f(t,x,...,x(d_l))

der Ordnung d im R”" lisst sich als eine Differentialgleichung 1. Ordung im R"*¢ schreiben: Wir
fithren die neuen Variablen

Yo = X Yo = X = Y1
yio=x yi=x"=mn
o
y2 =X ein. Damit ist
Voo = x4 =y,
d-1
ya-1 = xt47b Yoy = x9 = f(t,yo, ... va-1)

Also geniigt der Vektor Y = (yo, ..., yq-1) € R*¢ der Gleichung

’ Y1

<
I
I

F(t,Y) = :
y/ Yd-1
d-1 (0, ya-1)
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beobachtung 2. FEine nicht-autonome Differentialgleichung

x' = f(t,x)

1. Ordnung im R” kann man als eine autonome Differentialgleichung 1. Ordnung im R**! umge-
schrieben werden: Wir fiihren die neuen Variablen

d
=1 / = —f = 1
Yo Yo dr
=X
yl ! ein‘ Damltlst y’] = fl(t,xl,,Xn) = f(x()’x19'-"xn)

= X ,
Yn n Vo = faltoxi, ..., x0) = f(x0.X1,...,%5)

Also geniigt der Vektor Y = (yg, y1, ..., yn) € R"™! der Gleichung

Yo 1
Y = y:‘ = F(Y) = fl(:Y) :
Yn fn(Y)

3.1.3 Trennung der Verinderlichen

Im Allgemeinen lassen sich nur schwer explizit Losungen fiir Anfangswertprobleme finden. Wir rVorlesung 19
werden jetzt ein Beispiel besprechen bei dem dies moglich ist. Seien g: I — Rund f: U — R (17.1224)
stetige Funktionen auf offenen Intervallen /,U C R mit ¢y € I und xo € U. Wir betrachten das
Anfangswertproblem

3.1

{ X = g(n)- f(x),

x(tp) X0.

Die zugehorige Differentialgleichung 1. Ordnung heif3t separierbar beziehungsweise mit getrenn-
ten Variablen.

IDeﬁnition 3.1. Ein Anfangswertproblem heif3t eindeutig loshar, wenn fiir je zwei Losungen
x1: Iy > Rund x;: I, — Rimmer x(¢) = x(¢) fiir alle t € I N I folgt.

Satz 3.1 — Trennung der Verinderlichen. Ist f(xg) # 0, so existiert ein offenes Intervall
Iy € I mit ¢ty € Iy und eine eindeutige Losung x: Iy — R des Anfangswertproblems (3.1), die

aus der Formel
/x(t) 1 t
——dn = / g(&) dé
X0 f(rl) tO

durch umstellen nach x(7) gewonnen werden kann.
Ist f(xp) = 0, dann ist x(¢) = x¢ eine Losung, die aber nicht eindeutig sein muss.

Anmerkung 3.1 — Merkregel. Statt diesen Satz auswendig zu lernen, ist es empfehlenswert ihn
sich als ,,Rezept* zu merken, das einem hilft separierte Differentialgleichungen zu 16sen. Hierfiir
ist es niitzlich die Leibniz-Notation zu verwenden und so zu tun, als ob wir mit Differentialen ganz
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3.1. Einfiihrende Betrachtungen

normal rechnen konnten:

dx
"= — =g(1)- —> dx = g(¢)dr
o dr g() f(X) teilen durch f(x) f(x) o g()
mult. von d¢
1
— —dx = 1)d
integrieren f(x) o /g() !

Die Integrationskonstanten ergeben sich, durch einsetzen der Anfangswerte. Natiirlich ist diese Her-
angehensweise kein Beweis, sondern lediglich eine Merkhilfe. Doch der nachfolgende tatséchliche
Beweis wird dieses Vorgehen legitimieren.

Beweis ,, Trennung der Verdnderlichen®. Die Aussagen fiir f(xg) = 0 folgen durch direktes Nach-
rechnen und Beispiel 3.4.

Nehmen wir nun f(xg) # 0 an. Aus der Stetigkeit von f folgt dann, dass eine offene Umgebung
V c U von xy existiert, sodass f|y # 0. Somit kdnnen wir

S |
—d
T

G 1R an:/g@%

fo

F: V>R, F():=

definieren. Da F’ = 1/ und deshalb, nach Konstruktion, auf V festes Vorzeichen hat, folgt, dass
F streng monoton ist. Somit besitzt F eine C'-Umkehrfunktion F~!: F(V) — V. Weiterhin folgt
aus G(f9) = 0 € F(V) und der Stetigkeit von G, dass ein offenes Intervall Iy C I mit zg € Iy und
G (lp) c F(V) existiert. Somit konnen wir

x:Ip—> R, x(t):=F ' (G()
als mogliche Losung des Anfangswertproblems (3.1) definieren. Wir rechnen nach, dass dieser
Kandidat tatsichlich eine Losung ist:

m Es gilt
x(t)) = F7'(G(tp)) = F71(0) = xo.

Somit erfiillt x die Anfangswertbedingung.

B Aus der Produktregel folgt, dass F’(x)x’(t) = G’(t). Durch einsetzen der Definition und
umstellen folgt, dass x der Differentialgleichung gentigt. O

Beispiel 3.4. Wir betrachten fiir ein ¢ > 0 und xo > 0 das Anfangswertproblem

{ 'xl _zc\/m’

x(to)

X0.

Wir rechen nach, dass

(W telio-n) L r< T
X5, (1) =
0 , sonst,

eine C'-Abbildung auf ganz R ist und somit das Anfangswertproblem 16st. Dann hat aber das
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Anfangswertproblem

{ x’ —20\/m,

x(0) 0.

unendlich viele Losungen, nidmlich alle x,, mit 7o < 0. In [FK11, S. 274] wird motiviert, dass
diese Differentialgleichung den Wasserstand in einem zylindrischen Becher modelliert, aus dem
Wasser durch ein Loch abflieit. Es ist physikalisch einleuchtend, dass wir die Vergangenheit
(Fiillstand) eines leeren Bechers mit Loch nicht eindeutig rekonstruieren kdnnen.

3.2 Eigenschaften der Losung eines Anfangswertproblems

3.2.1

Lokale Existenz: Satz von Picard-Lindelof

Das vorangegangene Beispiel 3.4 zeigt, dass Stetigkeit der rechten Seite alleine nicht fiir die
Eindeutigkeit eines Anfangswertproblems reicht. Wir bendtigen deshalb eine weitere Bedingung
— der Differenzenquotient der x-Variable soll (lokal) beschrinkt sein.

Definition 3.2. Sei Q c R X R" eine offene Menge. Eine Abbildung f: Q — R” erfiillt eine
lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. x, wenn es zu jedem (fg,x9) € € eine offene Umgebung
Qo ¢ Qund ein L > 0 gibt, sodass fiir alle (¢, x1), (£, x2) € Qo

1/ (. x1) = f(tx)]] < Lilxi = x2f|.

Die Konstante L heifit Lipschitz-Konstante. Ist L unabhéngig von (g, x9), d.h. Qo = Q, dann
erfilllt f eine globale Lipschitz-Bedingung.

Das folgende Lemma stellt den Zusammenhang zwischen der Lipschitz-Bedingung und Diffe-
renzierbarkeit her. Es gibt uns die Moglichkeit fiir stetig differenzierbare Funktionen die Lipschitz-
Konstante mithilfe der Ableitung auszudriicken.

Lemma 3.1. Sei Q c R x R" offen. Ist f: Q — R” partiell stetig differenzierbar nach x, d.h.,
die Ableitung
| |
Oxf(t0,x0) = [Ox,f -+ Ox, [ |(t0,X0)
| |

existiert und ist stetig fiir alle (¢, xo) € Q, dann erfiillt f eine lokal Lipschitz-Bedingung bzgl. x.

Beweis. Da Q offen ist, existiert ein € > 0, sodass
{(t,x) st =1to] <€, [Jx —x0] < 6} = KcQ.

Die Menge K ist nach Konstruktion kompakt. Somit existiert L = max; y)ex [|0xf (¢, x)||. Wei-
terhin ist K konvex, sodass aus dem Mittelwertsatz

1
7 =l = || [ ot s+ (=) - (i =x as] < L=

fiir alle (¢, x1), (¢,x2) € K folgt. O
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3.2. Eigenschaften der Losung eines Anfangswertproblems

Beispiel 3.5. Sein=1und Q =R X R.
B Die Funktion f (¢, x) = x erfiillt eine globale Lipschitz-Bedingung mit L = 1.
® Die Funktion f(t,x) = x? erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung.

B Die Funktion f(t,x) = \/m erfiillt keine Lipschitz-Bedingung (auch nicht lokal) bei
(t,x0) = (2,0).

Wir werden nun mithilfe dieser Vorbetrachtung einen beriihmten Satz {iber die Existenz von
Losungen von Differentialgleichungen 1. Ordnung beweisen konnen. Der Beweis ist eine Anwen-
dung von einem anderen beriithmten Satz — dem Banachschen Fixpunktsatz — den ihr schon aus
der MfP2 kennt. Ich zitiere ihn hier noch einmal, damit wir hin vor Augen haben.

Satz 3.2 — Banachscher Fixpunksatz. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, X # 0,
und f: X — X eine g-Kontraktion, d.h., fiir alle x,y € X gilt d(f(x), f(y)) < gd(x,y) und
qg € (0,1).

(i) Es existiert genau ein Fixpunkt x € X von f, d.h., f(x) = x.
(ii) Fiir beliebiges y € X ist der Fixpunkt gegeben durch

lim f"(y) = x.

Satz 3.3 — lokale Existenz nach Picard-Lindelof. Sei Q c R x R" offen sowie f: Q — R”"
eine stetige Abbildung, die eine lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. x erfiillt. Dann gibt es zu jedem
(t0,x0) € Q ein € > 0, sodass das Anfangswertproblem

{ X = f,x),

(3.2)

x(tg) = xo

eine Losung auf [ := (#p — €, to + €) besitzt.

Beweis. Wir wollen den Satz von Picard-Lindelof mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes be-
weisen. Der Beweis verlauft in mehreren Schritten.

Schritt 1: Formulierung als Integralgleichung. Lost x das Anfangswertproblem (3.2), dann
folgt durch Integration, dass

x(t) = xo + /tf(s,x(s)) ds. (3.3)

Umgekehrt ist jede stetige Losung dieser Integralgleichung (3.3) nach dem Hauptsatz der Integral-
und Differentialrechnung sogar stetig differenzierbar und somit eine Losung des Anfangswertpro-
blems (3.2). Die Integralgleichung (3.3) ldsst sich mithilfe des Integraloperators

(p(fo,xo)x)(t) = x0+/ f(s,x(s))ds

als Fixpunktgleichung x = P, .,)x schreiben.

Schritt 2: Der passende Raum fiir #;, ). Der Integraloperator #(;, ) istfiir stetige Funktionen
sinnvoll. Wir miissen diesen Raum aber weiter einschrinken, damit wir die Voraussetzungen fiir
den Banachschen Fixpunktsatz zeigen konnen. Seien hierfiir a, b > 0, sodass

K = {(t,x) : [t—1to] <a, |lx—xoll < b} C Q.
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Da K kompakt ist, existiert M := max(; x)ex || f(#,x)|| und eine globale Lipschitz-Konstante L > 0
fiir ganz K. Wir wihlen nun 0 < € < a mit eM < bund €L < 1. Dann ist I := (tp — €,1p + €) C
(tp — a, ty + a) und weiterhin

Xap = {x € C(I,R") : x(to) = xo, ||x(t) —x0ll < bVt €1} c C(I,R")
versehen mit der Supremumsmetrik do(x, %) := sup,c; |[[x(¢) — %(¢)|| ein vollstindiger metrischer

Raum (vgl. MfP2).

Schritt 3: Anwendung Banachscher Fixpunktsatz. Der Hauptsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung zeigt, dass P, ,)x fiir alle x € X, stetig ist. Es bleibt zu zeigen, dass der
Integraloperator

p(to,xo): Xa,b — C(I, Rn), X P(to,xo)x

eine Selbstabbildung und Kontraktion ist:

® Wir wollen zeigen, dass P, x,) (Xa,p) C Xa,p ist. Sei also x € X, . und fiir alle 7 € I gilt

H(P(to,xo)x)(f)—xon = |[tf(S,x(s))ds’| < eM < b.

® SchlieBlich ist zu zeigen, dass P, ,) eine Kontraktion ist. Seien hierfiir x1, x; € X, 5. Wir
rechen nach, dass

dOO(P(to,xo)xl’P(Zo,xo)XZ) = Sup

tel

[ 6niton - st ai

< sup / Lilx1 (s) - x2(s) Il ds
tel 1)
< eLsup||x1(t) — x2(0)||

tel

= €L do(x1,x2).

Dabei haben wir fiir die erste Abschitzung die Lipschitz-Bedingung und jeweils die Mo-
notonie des Integrals ausgenutzt (|fg — | ist immer < € fiir # € I). Somit ist P(y, y,) €ine
g-Kontraktion mit g = €L < 1. O

Die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes gibt uns auch gleich eine Mdglichkeit Lo- I_Vorlesung 21
sungen des Anfangswertproblems zu approximieren. (07.01.25)

Korollar 3.1 — Picard-Iteration. Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Satz von Picard—
Lindelof konvergiert die iiber / definierte Funktionenfolge

x© (1) = xo,

x(”+1)(t) — (p(to,xo)x(n))(t) = x0+/tf(s,x(n)(s))ds

gleichmiBig gegen die Losung des Anfangswertproblems (3.2), d.h., lim, e x™ = x € Xab
16st (3.2).
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Beispiel 3.6. Wir betrachten das Anfangswertproblem x’ = x mit x(0) = 1. Wir wissen, dass
die Losung durch ¢ — €’ gegeben ist, wollen dies aber noch einmal mithilfe der Picard-Iteration
iiberpriifen. Wir rechen nach, dass

0@ =1
t
M) = 1+/ lds = 1+1¢
0
g 1
xP ) = 1+/ 1+sds = 1+t+§t2
0
nook
t
xM (1) = o
=0

Somit folgt, dass x () = limy_,eo X" (¢) = lim,, e k=0 ;{—k, =l

3.2.2 Lemma von Gronwall und globale Eindeutigkeit

Der Satz von Picard—Lindel6f garantiert uns nur die Eindeutigkeit der Losung solange sie im
Raum X, , bleibt. Was passiert im ,,GroBen““? Um diese Frage zu beantworten, benotigen wir eine
beriihmte Differentialungleichung.

Satz 3.4 — Lemma von Gronwall. Seien w, a, b: [tg, 1o+ c] — R stetig und b > 0, sodass

t

w(t) < a(t) +/ b(s)w(s)ds.

]

fiir alle ¢ € [to, o + ¢]. Dann gilt sogar

w(t) < a(f) + /ta(s)b(s)efvtb(T)des.

Ip

Beweis. Wir definieren y(t) = ft Ot b(s)w(s) ds. Dann ist die Behauptung dquivalent zu

(1) < /Za(s)b(s)efsth(T)des.

4]

Aus der Voraussetzung folgt, dass w(r) — y(t) < a(t). Multiplizieren wir beide Seiten mit der nicht
negativen Funktion b, dann folgt aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung, dass

a(b(r) = bOw() = bO)y@) = Y'(1) = b(D)y().

Analog folgt nach Multiplikation von exp ( ftot b(t)dt) aus der Kettenregel, dass
t ¢ t d t

Integrieren und nach y(#) Umstellen ergibt das Resultat. O
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Anmerkung 3.2. Einige wichtige Spezialfille der Gronwallschen Ungleichung sind:
B Sind a(t) = A und b(¢) = B konstant, dann gilt

t
w(t) < A+B/ w(s)ds =  w() < AeBU-1),

Ip

B [st w > Ound a(¢) = 0, dann gilt

t
w(t) < / b(s)w(s)ds = w()=0.
L]
Unter den gleichen Voraussetzungen wie beim Satz von Picard-Lindelf kdnnen wir nun auch
die globale Eindeutigkeit beweisen.

Satz 3.5 — Eindeutigkeit der Losung. Es sei Q2 ¢ RxR” offenund f: € — R" stetigund erfiille
eine lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. x. Seien x, X : I — R”" Losungen der Differentialgleichung
x" = f(t,x), die fiir ein tg € I iibereinstimmen, d.h. x(t9) = X(#o). Dann stimmen sie auf ganz /
iiberein.

Beweis. Sei ¢ > 0, sodass [#g, o + ¢] C I. Dann besitzen x und X eine gemeinsame Lipschitz-
Konstante L > 0 auf dem kompakten Intervall [¢g, g + ¢]. Wir betrachten w(z) := ||x(¢) — X(¢)||
fiir € [tg, 10 + c]. Es gilt

w(t) = |

[ sx(6 - 55061 0

A

<L / e (s) — £(s)]| ds

L /tt w(s)ds.

Mithilfe des Lemmas von Gronwall folgt nun, dass w(¢) = 0 auf [tg, fo + c] gilt. Der Beweis fiir
[to — ¢, to] verlauft analog. (Tipp: Nutzt die Substitution ¢: [0,¢] >t tg—1t.) |

3.2.3 Fortsetzbarkeit und Lebensdauer von Losungen

Definition 3.3. Eine Losung x: (fo,#;) — R” der Differentialgleichung x” = f(z, x) heifit nach
rechts bzw. links fortsetzbar, falls es eine Losung X: (7o, 71) — R”™ gibt mit (¢g, ;) C (%o, 1)
und 7y < tg bzw. 11 < 11, sodass

il(lO,ll) = X.

Die Losung hei3t maximal, wenn sie keine (rechts/links) Fortsetzung besitzt.

Lemma 3.2. Eine Losung x: (tg,¢;) — R der Differentialgleichung x” = f(¢,x), wobei
f: Q — R" die Voraussetzungen des Satzes von Picard—Lindelof erfiillt, ist genau dann nach
rechts fortsetzbar, wenn der Grenzwert

x1 = limx(z)
Tt

existiert und (z;,x1) € Q.
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3.2. Eigenschaften der Losung eines Anfangswertproblems

Beweis. SeixV: (1] — 6,1, —8) — R™, § > 0, die (eindeutige) Losung des Anfangswertproblems

x' = f(t,x),
x(t1)

X1.

Wir betrachten die Funktion

x(l)(t) ,hH <t <t +90.

) = {x(t) Jto <t <1,

Sei t* € (tg,t1) und x* := x(¢*). Die Funktion ¥ ist genau dann eine Fortsetzung von x, wenn sie
die Integralgleichung

x(1) = x*+/* f(s,5(s)ds = (P x)X) (1)

fiir alle ¢ € (z9, t; + 0) erfiillt. Tatséchlich gilt

B fiirsg <t <ty

(Puar®) (1) = " + f Fls.x(s)ds = (Piaox)(0) = x(0):

B fiiryy <t <t +6:

(P(,*’x*)i)(t) X+ /:1 f(s,x(s))ds + /tf(s,x(l)(s)) ds

(Pas,x)x) (11) +/ f(s,xM(s))ds

x| + /tf(s,x(l)(s)) ds

(P(Ilsxl)x(l))(t)
= xW() O

Dieses Lemma lisst sich auch ganz analog fiir Fortsetzbarkeit nach Links beweisen (Ubung!).
Hieraus ergibt sich direkt die folgende Charakterisierung von Maximalen Losungen eines Anfangs-
wertproblems.

Satz 3.6 — Maximale Losungen. Erfiillt f: Q — R”" die Voraussetzungen des Satzes von
Picard-Lindelof, dann besitzt die Differentialgleichung x” = f(z, x) fiir jedes (¢, x9) € Q

= cine eindeutige maximale Losung X xo) : L(7,xo) — R";
® das maximale Losungsintervall /(;, ) ist offen.

Genauer gilt fiir /(4 ,) = (1-,1), dass
B entweder £, = oo,

B oder ¢, < oo und zu jedem Kompaktum K c Q gibt es ein 7 < #,, sodass (¢,x(¢)) ¢ K fiir
allet € (7,t3).

Analoges gilt fiir 7_.
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Eine weitere wichtige Frage betrifft die GroBe des maximalen Losungsintervalls (die maximale |_V0rlesung 2
,Lebensdauer*). Ohne weiter Einschriankungen ist eine Aussage schwierig. Wir betrachten die (09.01.25)
folgende wichtige Klasse von Funktionen.

Definition 3.4. Sei / c R ein offenes Intervall. Eine Funktion f: I X R" — R heift linear-
beschriankt, falls es stetige positive Funktionen a, 8: I — R, gibt, sodass

1f (@0l < a@llx]l + B()
fiir alle (z,x) € I x R™ gilt.

Satz 3.7 — Maximale Lebensdauer. Es sei f: I XR" — R" stetig, linear beschrinkt und erfiille
eine lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. x. Dann ist jede maximale Losung der Differentialglei-
chung x" = f(,x) auf ganz I definiert, d.h., I, x,) = I fiir alle Anfangswerte (¢, xo) € I x R".

Beweis. Sei (tg,x0) € I X R"™. Wir miissen zeigen, dass fiir alle _,z, € I mit7_ < ty < t, auch
t_,ty € Iy x,) gilt. Im Folgenden werden wir nur #, betrachten, da der Fall 7_ analog gezeigt
werden kann. Fiir 7 € I, ,) mit 7 > to schitzen wir nun ab, dass

t
Ol = o+ [ st o ]
L]

IA

t
ol + / £ (5 X (D] ds
0]

INA

t t

loll + / B(s)ds + max a(s) / ) ()] ds
fo tho<s<t o

| —

=A(r) =B(t)

Wir beobachten, dass A(z) und B(¢) monoton wachsend sind und auf ganz [#y, t,] definiert sind.
Mithilfe der Gronwallschen Ungleichung folgt nun, dass

Ix()Il < A(z+) exp(B(1:)(2+ — 19)) =t C(t4)
fiir alle ¢ € [to, £+] N 1(4,,x,) gilt. Somit bleiben alle (¢, x(¢)) in der kompakten Menge
{(t,x) :to<t <t |Ix]| < C(t)} c I xR™

Also folgt aus Lemma 3.2, dass sich x iiber [fg,%,] N /4, x,) hinaus fortsetzen ldsst. Damit muss
aber t, € Iy, x,) sein, denn [(4 ) ist nach Definition das maximale Losungsintervall. m]

Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einer wichtigen speziellen Klasse von Differentialglei-
chungen befassen.

Definition 3.5. Sei I C R ein offenes Intervall. Die gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
x" = A(t)x + b(1) (3.4)

mit stetigen A: I — R™" und b: I — R heifit lineare Differentialgleichung. Ist b(¢) = O fiir
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

J alle 7 € I, dann ist die Gleichung homogen. Anderenfalls nennen wir sie inhomogen.

Beispiel 3.7. Wir betrachten das System

Xp = x1 + 3x + 2cos? ¢

X, = 3x; + x o+ 2sin’¢. (3.5)

Es kann in die Form (3.4) gebracht werden:

A(t) = (; ?) und  b(r) = (

2cos?t
2sin?t]”

Das zugehorige homogene System x” = (% ? ) x hat die Losungen
e e 2t
XH(I) = C1 e‘” + C) _e_zt

fiir beliebige c1, ¢ € R. Fiir das entsprechende Anfangswertproblem ergeben sind die Konstanten
¢; dann passend zu den Anfangswerten zu wihlen. In Abschnitt 3.3.1 werden wir sehen, dass wir
hierdurch schon alle Losungen beschrieben haben.
Weiterhin ist fiir das inhomogene System eine spezielle Losung (auch: partikulire Losung)
gegeben durch
p(t) = 1 ( sin(2t) + cos(2t) — 1 )
4 \—sin(2t) —cos(2t) — 1]~

Wir werden in sehen, wie wir diese partikuldre Losung mithilfe der Methode der Variation der
Konstanten finden konnen.
Es folgt, dass die allgemeine Losung der Differentialgleichung (3.5) gegeben ist durch:

B et e 2! 1 ( sin(27) +cos(2t) — 1
(1) = e (64’) Ta ( _2’) T2 (— sin(2¢t) — cos(2t) — 1) '

3.3.1 Fundamentallosungen und Variation der Konstanten

Satz 3.8 — Existenz, Eindeutigkeit & Lebensdauer. Sei / C R ein offenes Intervall. (Wichtiger
Spezialfall: I =R.) Sind A: I — R und b: I — R”" stetig, so hat jedes Anfangswertproblem

{ X = A()x + b(2),

x(t0) = xo
mit (7, xp) € I X R" genau eine auf ganz I definierte Losung.

Beweis. Wenn wir zeigen konnen, dass die zugehorige rechte Seite f(¢,x) = A(t)x + b(¢) linear
beschrinkt ist und eine lokale Lipschitz-Bedingung erfiillt, dann folgt die Aussage aus den Sitzen

3.3,3.5und 3.7.
B Lipschitz-Bedingung: Sei Iy C I ein kompaktes Intervall und (z, x;), (¢, x2) € Iy X R". Dann
gilt
1 (t,x1) = f(t,x2)ll = A (x1 x| < JADI Ix1 —x2]] < sup TA@ | lx1 = x2].
tely
N —
=L
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

B Lineare Beschriinktheit: Kann leicht nachgerechnet werden (Details: Ubung!) mit:

a() =A@ und  B) = [lb@)]. o

Um die Eigenschaften der Losungsmenge der linearen Differentialgleichung (3.4) charakteri-
sieren zu konnen, fiihren wir den Differentialoperator

Lo CY LR > C°(LLRY), x — x' —A()x

ein. Direktes Nachrechnen zeigt, dass £ 4 linear ist und ein x € C'(1, R") genau dann die zu (3.4)
gehorige homogene Gleichung 16st, wenn x € ker L 4. (Ubung: Nachrechnen!)

Satz 3.9 — Eigenschaften der Losungsmenge.

(i) Der Losungsraum ker £ 4 der zu der linearen Differentialgleichung (3.4) gehorigen homo-
genen Gleichung
x' = A()x

ist ein n-dimensional Vektorraum, d.h., dim(ker £4) = n. Insbesondere sind die Funk-
tionen xV, ... x"" € ker L, genau dann linear unabhingig, wenn die Vektoren
xW(10), ..., x"(19) € R" fiir ein beliebiges #( € I linear unabhingig sind.

(i) Der Losungsraum der inhomogenen Gleichung
x' = A(t)x + b(1)
ist ein affiner Raum: Fiir zwei Losungen x und ¥ gilt stets x — ¥ € ker L4.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage iiber die Dimension des Losungsraums. (Ubung: Uber-
legt euch den Rest!) Einziges nicht triviales Problem: Sind xM o xW e ker £4 sodass
xM(10), ..., x" (1) fiir ein 19 € I linear abhingig sind, dann gilt dies schon fiir alle r € 1.
Seien also ¢, ..., cn € R, sodass ¢1x) (9) + - - - + cux™ (29) = 0. Dann 15st auch

x(1) = eixV (@) +...cx™ (1)

die homogene Differentialgleichung und es ist x(79) = 0. Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt
dann aber sofort x(z) = 0. O

Die Charakterisierung des Losungsraums des inhomogen Problems zeigt uns, dass immer gilt:

allgemeine
homogene Losung

allgemeine

. . = t'k l-- L.. +
inhomogene Lisung partikuldre Losung

Wir werden uns jetzt erst mit den allgemeinen homogenen Losungen beschéftigen und dann eine
Methode diskutieren um partikuldre Losungen zu finden.

Sei x(V, ..., x™ € ker L4 eine Basis. Wir konnen diese vektorwertigen Funktionen als
Spalten einer matrixwertigen Funktion X : I — R™" auffassen. Diese geniigt dann der (Matrix)-
Differentialgleichung

X = A(nX. (3.6)

Weiterhin folgt aus unserer Charakterisierung der Losungsmenge, dass X fiir alle r € [ ste-
tig invertierbar ist. Allgemeiner nennen wir jede Losung X: I — GL(n) der Gleichung (3.6)
Fundamentallosung der homogenen linearen Differentialgleichung x” = A(¢)x. Mithilfe einer
Fundamentallésung kénnen wir nun alle homogenen Losungen charakterisieren.
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

Satz 3.10 — Allgemeine homogene Losung.

(1) Seitg € I und Xp: I — GL(n) die Fundamentallosung mit Xy(#9) = I,. Dann ist die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems

{ x' = A()x,

x(to) = xo

gegeben ist durch x: t — Xo(#)xp.

(i) Zwei Fundamentallosungen unterscheiden sich immer nur um einen (konstanten) Basis-
wechsel des R™: Sind X, X,: I — GL(n) zwei Fundamentallosungen der homogenen
Gleichung x” = A(?)x, so existiert eine konstante Matrix C € GL(n), sodass

X(1) = Xi(nC

fiir alle ¢ € [ gilt.

Beweis. Um (i) zu zeigen, geniigt es zu beobachten, dass x: 1 — Xy(#)xo das Anfangswertproblem
16st, und somit schon die eindeutige Losung ist.

Fiir (ii) sei nun ¢y € I. Wir behaupten, dass C := X ! (t0) X»(t0) der gesuchte Basiswechsel ist.
Tatséchlich ist auch Y (z) = X;(¢)C eine Fundamentallosung und sowohl X, als auch Y 16sen das
Anfangswertproblem

X' = A(DX,
X(to) = Xa(10).

Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt X, (¢) = Y (¢). m|

Um eine lineare Differentialgleichung vollstéindig zu 16sen, reicht es also aus eine Fundamental-
16sung zu bestimmen. Fiir autonome Systeme, also lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten, konnen wir Fundamentallosungen (mehr oder weniger) explizit mit Methoden der
linearen Algebra bestimmen. Darum wird es im folgenden Abschnitt 3.3.2 gehen. Davor werden
wir uns aber noch anschauen wie wir partikulidre Losungen finden konnen.

Satz 3.11 — Variation der Konstanten. Sei X: I — GL(n) eine Fundamentallosung der
homogenen Gleichung x” = A(#)x. Dann ist jede Losung x der inhomogenen Gleichung

x' = A(Hx + b(r)

von der Form
x(t) = X(t)c(1) (3.7

mit ¢ € C'(I,R"). Dabei 16st die Funktion (3.7) genau dann die inhomogene Gleichung, wenn
die Koeffizentenfunktion ¢ der Differentialgleichung

(1) = X Y 0)b@) (3.8)

genuigen.
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass die Funktion (3.7) die inhomogene Gleichung 16st. Wir
rechnen nach, dass

b(t) = x'(r) — A(t)x(r)

%(X(t)c(t)) - A X(1)c(1)

= X'(t)c(t) + X(t)c'(r) — A()X(t)c (1)
= A()X(t)c(t) + X(t)c' (1) — A()X(t)c(1)
= X(1)c'(2).

Umgekehrt gilt, falls die Koeffizentenfunktion der Differentialgleichung (3.8) geniigt, dass

x'(t) = X' (H)c@t) + X()' (1)
ADX (1)) + X(OX ()b (1)
A(t)x(t) + b(r)

Sei nun x eine Losung der inhomogenen Gleichung. Wir wollen zeigen, dass dann x die Form (3.7)
hat. Da X (¢) fiir alle ¢ € I eine invertierbare Matrix ist, existiert eine Losung a € C°(1,R") mit

X(@®)a(t) = b(2).
Sei nun ¢ € C'(1,R") die Stammfunktion von
¢ =a(t) = X '0)b@)

mit x(t9) = X(tg)c(tp) fiir ein ty € I. Dann folgt x(¢) = X(f)c(¢) aus der Eindeutigkeit der
Losung. O

Anmerkung 3.3. Dieser Beweis gibt uns die Moglichkeit eine ,. kompakte* Formel fiir die Losung
eines Anfangswertproblem zu geben: Sei X : I — GL(n) die Fundamentallosung des homogenen
Systems x” = A(#)x mit X(zg) = I,,. Dann ist die Losung des Anfangswertproblems

{ X' = A()x + b(1),

x(to) = xo

gegeben durch
x(1) = X(©1) (xo + /ZX_I(s)b(s) ds).

4]

Beispiel 3.8. Wir betrachten nun Beispiel 3.7 etwas genauer. Wie wir die Fundamentallosung

—€

4 -2
e e
X:t — (e‘” _ZI) (3.9
des homogenen Problems bestimmen werden wir uns im néchsten Abschnitt 3.3.2 genauer
anschauen. Hier wollen wir nun eine partikulidre Losung des inhomogen Problems (3.5) mit-

hilfe der Methode der Variation der Konstanten bestimmen. Wir betrachten also den Ansatz
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

xp(t) = X(t)c(z). Ableiten ergibt

X' (He(t) + X (1)’ (1)

2
3 3o ) - 0

4t -2t
1Y )emexoro

Durch Umstellen nach ¢’ folgt nun

’ [ (D)) _ - _ e 2 [—e"2 _e=2\ (2cos?t 3 e~ H
() = (Cé(t)) = X7 0b() = _T(—e4’ et )(2sin2t) a (e”cos(Zt))’

wobei wir den Additionssatz fiir den Kosinus verwendet haben. Integrieren wir nun, so ist

—4r
e
c(t) = 2t
4 \(sin(2f) + cos(21))e
Durch Einsetzen in unseren Ansatz erhalten wir, wie zuvor behauptet, die partikulidre Losung

et e ) ( —qe ¥ ) _ 1 ( sin(27) + cos(2t) — 1

xp() = (e‘” —e™% |\ 1 (sin(21) + cos(21))e* —sin(2r) —cos(21) — 1)

3.3.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir werden uns nun mit homogenen linearen Differentialgleichungen beschéftigen, deren rechte
Seite nicht von der Zeit abhéngt, d.h., wir betrachten Gleichungen der Form

x' = Ax,

wobei A € R " eine konstante Matrix ist. Die rechte Seite f(¢,x) = Ax ist somit auf ganz R x R"
definiert. Somit sind die maximalen Losungen solcher Gleichungen immer auf ganz R definiert
(Satz 3.8). Im eindimensionalen Fall — also A € R — wissen wir, das die allgemeine Losung
durch x: t — ce”’ gegeben ist. Wir wollen diesen Ansatz auch im mehrdimensionalen verfolgen,
miissen dafiir aber zuerst kldren was die Matrix-Exponentialfunktion ist.

Die Matrix-Exponentialfunktion. Sei A € R"™*" eine reelle (n X n)-Matrix. Wir definieren das
Matrixexponential e* = exp(A) von A durch

dabei ist A := [, und
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Lemma 3.3 — Matrixexponentialfunktion. Sei A € R". Die Reihe

[ee)
Rt > e =Z
k=0

konvergiert absolut fiir jedes ¢ € R und gleichméBig fiir alle ¢ aus einem beliebigen kompakten
Intervall I C R.

k
tAk
!

Pl

Beweis. Wir betrachten fiir N > 0 die Partialsummen Sy (At) = ZkN: 0 tk—k!Ak. Es gilt die Abschiit-
zung:

N+n

1
ISn+n(A) = SN (AD)|| < Z FllAllkltlk
k=N+1 """
(||14||N+1|I|N+l - |t|k”A||k
(N+D)! &k
_ AT g
(N +1)!

Fiir festes ¢ konvergiert die rechte Seite gegen O fiir N — oco. Somit konvergiert die Reihe absolut
nach dem Cauchy-Kriterium. Weiterhin ist fiir festes N die rechte Seite eine stetige Funktion in ¢.
Es folgt, dass die Partialsummen (als Funktion in #) gleichméBig {iber jedem Kompaktum / gegen
das Matrixexponential konvergieren. |

Im Gegensatz zu reellen Zahlen, haben Matrizen die Eigenschaft, dass sie im Allgemeinen
nicht kommutieren, d.h., die Multiplikationsreihenfolge ist im Allgemeinen nicht vertauschbar.
Betrachtetz.B. () 1) und (] 9). Das fiihrt dazu, dass im Allgemeinen die Rechenregeln, die wir fiir
die reelle Exponentialfunktion kennen, nicht mehr im Matrixfall gelten. Dennoch gilt das Folgende

Lemma 3.4 — Rechenregeln fiir das Matrixexponential.

(i) Kommutieren A, B € R™", d.h. AB = BA, dann gilt:

QAtB _ oAGB _ oBoA

(i1) Fiir alle A € R™" gilt
(eAt)—l — e—Al‘

(ii1) Fir alle A € R gilt

eth = &'y,

Insbesondere gilt €% = I,, fiir die Nullmatrix 0,, € R™*" ist.
(iv) Sind A, B € R"™" und S € GL(n), sodass A = SBS~!, dann gilt
ed = Sefsl.
Beweis. Aussagen (iii) und (iv) rechnen wir direkt nach ( Ubung!). Weiterhin folgt (ii) direkt aus
(i), dann At und —A¢ kommutieren und somit gilt

eAz e—At — eAt—At — eO,, = 1,.
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

Es bleibt also (i) zu zeigen. Tatsédchlich folgt aus der Vertauschbarkeit von A und B und der
absoluten Konvergenz, dass

| > 1L k! P |
(S (3] = S (% | = Syt

m=0 k=0

Wer lieber die Details nachpriifen mochte betrachtet die Differenz der Partialsummen und rechnet
nach, dass

Sn(A)Sn(B) = Sn(A+B)

I
7=
.5_|~

—Bk Z l'(A+B)l

m, k=0
— 1 m pk
mlk!
m,ke{0,...,N}
m+k>N+1

Dabei haben wir fiir den letzten Umformungsschritt die binomischen Formeln ausgenutzt, die
aufgrund der Kommutativitét gelten. Somit gilt die folgende Abschétzung

ISn(A)SNn(B) = Sn(A+B)|l —IIAII’"IIBIIk

mlk!

[

IA

m k
> Al

m,keN
m+k>N+1

k

> WnAnman

m,k<N/2
N N
B Y =1 elAllglBl
- (!

wobei wir fiir den letzten Schritt ausnutzen, dass wir die zu zeigende Identitit fiir die reellwertige
Exponentialfunktion bereits kennen. m|

IN

Satz 3.12 — Fundamentallésungen. Sei A € R™*", Die Fundamentallosung X: R — GL(n)
von x’ = Ax mit X (0) = I, ist gegeben durch

1
X:t > e = ZFAktk.
k=0 "

Beweis. Wir rechnen nach, dass

d At et - k k-1 N k k
—_— = 1 1 A = ( A ) = A
drl_,~ T 50 = Z k! kz::
Weiterhin kommutieren A(zy + s) und Az fiir alle ¢, s € R. Also folgt, dass
A A A At
i e = lim M = lim M = AeAl O
dt t=to s—0 N s—0 N
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Der symmetrische Fall. Wir wollen uns nun noch damit beschiftigen, wie wir das Matrixexpo- |_Vor|esung 24

nential explizit ausrechnen konnen. Beginnen wir mit dem wohl einfachsten Fall: A € R™" ist
eine symmetrische Matrix, d.h., A = AT, Aus der MJfP1 ist dann bekannt, dass

E Die Eigenwerte von A sind alle reell;

E st A ein Eigenwert von A, dann stimmt seine algebraische Vielfachheit mit seiner geo-
metrischen Vielfachheit iiberein, d.h., ist A eine m-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms

xa(t) = det(A —1ly),
dann hat der zugehorige Eigenraum Eig(A; 1) = ker(A — A1) die Dimension m;

B Die Vereinigung von Basen aller Eigenrdume Eig(A; 1) zu allen Eigenwerten A bildet eine
Basis von R".

Seien also A1, ...,4, € R die Eigenwerte der symmetrischen Matrix A (Mehrfachnennung mog-
lich!) und vy, ...,v, € R" eine zugehorige Basis aus Eigenvektoren, sodass Av; = A;v;. Setzen
Wwir nun
| | A1
S = (v ... v, und A = diag(1y,...,4,) = .
| | A,

so gilt also A = SAS~!. Damit zeigen Satz 3.12 und die Rechenregeln fiir das Matrixexponential,
dass die Fundamentallésung zu den Anfangswerten X (0) = [,, die Form

e/llt

t e =8eMsTl = § s (3.10)
eln
hat. Weiterhin zeigt uns Satz 3.10, dass eine weitere Fundamentallésung — dieses Mal fiir X (0) = S
— gegeben ist durch

e/lll
et = SeMsTh =S : (3.11)
etn
Eine Basis aus Losungen von x” = Ax ist also gegeben durch
{ (X]: = Vle/llt), N (xn: > vne/lnl‘) }

Beispiel 3.9. Wir bestimmen noch die ausstehende homogene Losung aus Beispiel 3.7. Die
Matrix A = (}3) ist in der r-Variablen konstant und symmetrisch. Damit ist ¢ +> e’ eine
Fundamentallosung. Um diese genauer zu berechnen bestimmen das charakteristische Polynom:

det(A — L) = ‘l‘ﬂ 3

3 1—&‘ = (1-2)%?-9 = 22-21-8 = (1-4)(1+2).
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

Also sind die Eigenwerte A; = 4 und A, = —2. Die zugehorigen Eigenrdume sind

ker(A —41,) = ker (_33 _33) = span{(})} und

ker(A +21I,) = ker (i ;) = span{(_ll)}.

Eine konkrete Basis aus linear unabhiingigen Losungen ist also

o)) o ()

die zu der bereits in Beispiel 3.8 betrachteten Fundamentalldsung (3.9) korrespondiert.

Eig(A;4)

Eig(A;-2)

Der diagonalisierbare Fall. Das charakteristische Polynom einer reellen Matrix A € R"*" ist ein
Polynom n-ter Ordnung mit reellen Koeffizienten. Solche Polynome miissen nicht immer, wie es
im symmetrischen Fall garantiert ist, in reelle Linearfaktoren zerfallen. Doch der Fundamentalsatz
der Algebra garantiert uns, das sie immer in komplexe Linearfaktoren zerlegbar sind, d.h.,

xa() = (=D"@A-A)-...-(1-1,)

mitdy,..., 4, € C.Zujedem dieser Eigenwerte gehort mindestens ein Eigenvektor wy = ug+ivy €
C", ug, vy € R™. Um explizit Losungen zu berechnen, ergibt es also Sinn auch komplexwertige
Losungen x: R — C” fiir unsere Differentialgleichung x” = Ax zuzulassen.

In der MfP1 habt ihr gelernt, dass eine Matrix A € R™*" diagonalisierbar heiit, wenn sie eine
Basis aus Eigenvektoren besitzt. Aquivalent, wennihr § € GL(n; C) mit A = S diag(A;,...,4,)S™!
findet. Das Matrixexponential ist ebenfalls fiir komplexwertige Matrizen sinnvoll, sodass ihr dann
wieder Fundamentallosungen durch (3.10) bzw. (3.11) bekommt. Zusammengefasst gilt

Satz 3.13 — Fundamentallésungen (diagonalisierbar). Sei A € R™*" eine diagonalisierba-
re Matrix mit Eigenwerten A;,...,4, € C. Sei § € GL(n;C) eine zugehdrige Matrix mit
A = SAS™! mit A = diag(2;,...,1,). Dann ist die Fundamentallsung von x’ = Ax zum
Anfangswert X (0) = I,, gegeben durch

e/lll

X:t > e =geMsl=§ s-!
el
Wenn durch vy,...,v, € C" die Spalten von S beschrieben sind, d.h., linear unabhéngige
Eigenvektoren mit Av; = A;v;, dann ist eine Basis aus des Losungsraums gegeben durch

{(xlz t— vle/llt)’ o (-xn: PN v,,e’l"") }

Aber wie finden wir hieraus unsere urspriinglich gesuchten reellen Losungen? Da y 4 reelle
Koeffizienten hat, treten alle komplexen Eigenwerte und ihre Eigenvektoren in konjugierten Paaren
auf:

Eigenwerte: A=a+iw,1=a—iw
w=u

Eigenvektoren: w =u+iv, — v
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Damit sind linear unabhéngige komplexe Losungen gegeben durch
x1(f) = e (y1iv)  und  xa(r) = e T (4 —jv).
Weiterhin ist x1(¢) = X»(¢). Somit erhalten wir linear unabhéngige reelle Losungen durch

x1 (1) +x2(1)

5 = Rex (1) = e Re(cos(wr) +isin(wt))(u +iv))
= e (ucos(wt) — vsin(wt))
und
xi(t) —x2(1) ;ixzm = Imx; (1) = e Im (cos(wt) +isin(wr))(u +iv))

e (v cos(wt) + u sin(wt)).

Beispiel 3.10. Wir betrachten die Differentialgleichung

, (a —w)
x' = X
w a
mit @, w € R. Das charakteristische Polynom ist

det((z _Oj")—(g g)) = (1= +w? = (=2 = 1)

mit A;/» = @ + iw. Die zugehdrigen (normierten) Eigenvektoren sind

) )

Alsoist A =§ (@@ 0 ) ST mit

(11 0 e _ L1 i
S_@(—i i) und S =8 —$(1 —i)'

Somit ist eine Fundamentallosung gegeben durch

(a+iw)t —qi
Ar _ o€ 0 1 _ _ar [cos(wt) sin(wt)
© = S( 0 e(“_i‘“)t)s - ° (sin(wt) cos(wt) |-

Der allgemeine Fall. Im Allgemeinen ist eine Matrix A € R™" nicht diagonalisierbar, selbst
wenn wir Koeffizienten in C zulassen. Dieser Fall tritt dann ein, wenn die algebraische Vielfachheit
eines Eigenwertes 4 € C nicht mit der geometrischen iibereinstimmt, d.h., A ist eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4, aber dim Eig(A; 1) < m.

In der MfP1 habt ihr aber gelernt, dass jede Matrix eine Jordansche Normalform besitzt: Es
existieren Ay, ...,4, € Cundmy,...,m, € Zso mit m| +...+m, = n sowie ein Basiswechsel
S € GL(n;C), sodass A = SJS! mit

Jml (/11)
J =

Jmy, (Ap)
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

Hierbei sind die Jordanschen Blocke definiert durch
A; 1
Aj

Iy (1)) = e CMixmi,
1

4j
Eine direkte Rechnung zeigt, dass das Matrixexponential einzeln auf jeden Jordanschen Block
wirkt, d.h., eA’ = Se’t'S~! mit

ejml (/11)[

eJmP (Ap)t

I (45)1

Wir miissen also nur noch die e einzeln berechnen.

Lemma 3.5. Fiir alle A € Cund m > 0 gilt

1 ¢ % %
1 ¢ :
eJm(/l)t — e/lt 1 2
2
t
1

Beweis. Wir zerlegen J,,, () in J,,, (1) = A, + Ny, mit

Da I,,, mit jeder Matrix kommutiert, also auch N, gilt
o 1
eIm(Dt _ gt (Nt _ oAt Z — Nkik
o~ k!

Nun rechnen wir direkt nach, dass N ,’; =0, firalle kK > mund N ,’j,l fiir k < m die Matrix ist, bei
der nur auf der k-ten Nebendiagonalen Einsen stehen. m|

Satz 3.14 — Fundamentallosungen (Jordansche Normalform). Sei A € R"*" mit Eigenwer-
ten Ay,...,4, € Cmitzugehorigen Jordanschen Blocken Im; (4;) der GroBe my, . ..,mp. Dann
ist die Fundamentallosung von x” = Ax zum Anfangswert X (0) = I,, gegeben durch

eJml (/ll )t

X:t > e =geltsl=§ s
eJm,,(/lp)t
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 3.11. Wir betrachten x” = Ax mit

0 1 -1
A=1|-2 3 -1].
-1 1 1
Das charakteristische Polynom ist
-1 1 -1
xad) =1-2 3-2 -1]=@1-1)*1-2).
-1 1 1-21
Es ergeben sich die Eigenrdume
1 0
Eig(A;1) = span4| 1 und Eig(A;2) = span4| 1
0 1

Wir miissen also noch einen Hauptvektor fiir A = 1, also ein v ¢ Eig(A; 1) mit (A — I3)?>v = 0.
Hier hilft uns die Beobachtung, dass 0 = (A — I3)?v = (A — I3)(A — I3)v, die Rechenarbeit zu
vereinfachen. Denn hieraus folgt, dass (A — I3)v € Eig(A; 1). Da Eig(A; 1) eindimensional ist,
miissen wir also nur das System

-1 1 -1\/x 1
-2 2 -1||y] = |1
-1 1 0/\z 0

losen. Das ergibt x = 0, y = O und z = —1. (Wichtig!: Dieser Trick funktioniert hier nur, weil die
algebraische Vielfachheit 2 ist. Im Allgemeinen miisst ihr das Verfahren verwenden, dass ihr in
der MfP1 erarbeitet habt.)

Somit erhalten wir

1 0 0 el el 0
s=11 0 1 und e/ =10 e 0.
0 -1 1 0 0 e*

Eine Losungsbasis fiir die lineare Differentialgleichung sind damit die Spalten von Se”’’, also

1 0 1 0
xi(t) = e[1], x@) = e’( 0|+1[1 ) x3(t) = e¥|1].
0 -1 0 1

3.3.3 Skalare lineare Differentialgleichung hoherer Ordnung

Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung I_Vorlesung 25
™ 4 a (XD 4 an()x "D L+ ay X +an(t)x = b(t) (3.12) L
mitt € Jund ay,...,a,, b € C°(I;R) und x € C"(I;R). Das zugehorige Anfangswertproblem ist
dann: Seien ¢y € [ und &, ...,&,-1 € R gegeben. Dann soll gelten
x(to) = &, ..., x"D =g . (3.13)
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

Wenden wir die Betrachtungen aus Abschnitt 3.1.2 an, dann kénnen wir die zugehorige homogene
Gleichung in ein System erster Ordnung y’ = A(f)y + b(t) umformen:

x(1) 0 1 0 0 0
x'(1) 0 0 | :
vy =| X0 aw =| TR o || Po=| ]
: 0 o000 1 b
x=1 (1) —an(t) —an-1(t) -+ -—ax(t) -—ai(?) @

Wir konnen nun die bereits bekannten Aussagen iiber lineare Differentialgleichungen (Satz 3.9 und
Satz 3.11) auf dieses Problem anwenden.

Satz 3.15.
(i) Das Anfangswertproblem fiir (3.12) mit Anfangswerten (3.13) hat genau eine Losung.

(i1) Der Losungsraum der zu (3.12) gehorenden homogenen Gleichung, d.h., b(t) = 0, ist ein
n-dimensionaler Untervektorraum von C"(I; R).

(iii) Losungen xq,...,x, € C"*(I;R) der zu (3.12) gehorenden homogenen Gleichung sind
genau dann linear unabhingig, wenn die Wronski-Matrix
xi(®) o xa(2)
W(r) = : :
qT@ e T

fiir ein g € I und dann auch schon fiir alle ¢ € I regulér ist.

(iv) Ist {x1,...,x,} € C"(I;R) eine Basis der zu (3.12) gehérenden homogenen Gleichung,
dann haben alle Losungen der inhomogen Gleichung die Form

n

(1) = 3 er()x()

k=1

mit Koeffizentenfunktionen c; € C'(I;R). Diese bestimmen sich aus der Differentialglei-

chung
qmy [
wiol o=
a0y

Anmerkung 3.4. Es ist an dieser Stelle wichtig zu bemerken, dass die Wronski-Matrix der skalaren
linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung (3.12) genau eine Fundamentallosung der zugehori-
gen n-dimensionalen linearen Differentialgleichung erster Ordnung y’ = A(¢)y ist.
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 3.12 — Getriebener Oszillator. Wir betrachten die inhomogene lineare Differential-
gleichung

x" + x = sint.

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist
xyg(t) = cpcost+cysint

mit ¢y, ¢; € R. Das konnen wir einfach mithilfe der zugehorigen Wronski-Matrix

—sint cost

W) = ( cost s1nt)

iiberpriifen. Wir werden im folgenden Abschnitt auch noch diskutieren, wie wir die allgemeine
Losung systematisch finden konnen. Um die partikulidre Losung zu finden verwenden wir den
Ansatz der Variation der Konstanten Er besagt, dass jede partikuldre Losung die Gestalt xp(f) =
c1(t) cos(t) + ¢ (1) sin(¢) hat mit Funktionen ¢, c; € C!'(R;R) die der Differentialgleichung

( 0 ) = W(1) (Cll(’)) - (CE(I)COSU)H;(r) Sin(t))

sin ¢ c5(1) c;(t) cos(t) — ¢} (t) sin(z)

geniigen. Losen des Systems ergibt

1 1
c] = —sin®(7) = —§+§cos(2t)
1
¢, = sin(z) cos(t) = Esin(Zt).

AnschlieBendes Integrieren ergibt

S
c1(t) = —§+Zs1n(2t)

ca (1) —% cos(2t).

Somit ist die allgemeine Losung des inhomogen Problems gegeben durch

x(t) = —% + % sin(2¢) + c1) cos(t) + (—% cos(2t) + cz) sin(7).

Konstante Koeffizienten. Wie fiir lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung werden wir uns
nun skalare lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten anschauen. Wieder wird
es uns moglich sein fiir diesen Spezialfall die Losungsbasen explizit anzugeben. Wir betrachten
also nun die Gleichung

W+ a x4 va, 1 +ax = 0 (3.14)

fiir konstante a1, ...,a, € R.
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

Lemma 3.6. Seien ay, ..., a, € R. Die Matrix
0 1 0 0
0 0 1
A = o 0
0 0 0 1
—ap —Aap-1 -+ —az —aj

hat die folgenden Eigenschaften:
® det(A—Al,) = (-D)"(A" +a A"+ agd +ay);

B Zu jedem Eigenwert A von A gehort genau Eigenvektor. Insbesondere, kommt jeder Ei-
genwert in nur einem Jordanschen Block vor, dessen Dimension gleich der algebraischen
Vielfachheit von A ist.

Beweis. Seiv € C"\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 € C. Die Eigenwertgleichung
Av = Qv ergibt

Vy = /lvl

V3 Avy

Vo = Avu_g

—apV] —Ap-1Vy — ... — a1V, = Av,.

Aus den ersten n — 1 Gleichungen folgt, dass vi # Ound v; = A=y, fiir j=1,...,n Somit ist
v bis auf den skalaren Faktor v| vollstindig durch A bestimmt. Einsetzen in die letzte Gleichung
ergibt zudem, dass A" + a A"V + . +a,_1A+a, =0 ist. Der Lapalce’sche Entwicklungssatz
zeigt die Aussage iiber die Determinante. O

Die charakteristische Gleichung der skalaren linearen Differentialgleichung (3.14) ist
' +ai A"+ tagid+a, = 0. (3.15)

Das vorangegangene Lemma zeigt, dass die Losungen A; € C den Eigenwerten der Matrix A
entsprechen. Diese Gleichung kann man sich leicht merken indem man den Ansatz x(¢) = eV’ fiir
die Losung wihlt und diesen in die Differentialgleichung (3.14) einsetzt. Aus Satz 3.14 folgt nun
die Charakterisierung der komplexwertigen Losungen.

Satz 3.16 — Komplexe Losungen. Es seien Ay,...,4, € C die voneinander verschiedenen
Losungen der charakteristischen Gleichung (3.15) und m; die Vielfachheit von 4;.
Dann bilden die Funktionen

xr(t) = tfeY', je{l,....p}, ke{0,...,m; -1}

eine Basis aller komplexwertigen Losungen von (3.14) in C"(R; C).
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Es ergibt sich also folgendes Rezept fiir die Bestimmung der komplexwertigen Losung:
(i) Bestimme die Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) der charakteristischen Gleichung (3.15).

(i1) Aufstellen der allgemeinen Losung

= Fiir jede einfache Nullstelle A; enthilt sie den Beitrag ¢ je'/’.
® Fiir jede m ;-fache Nullstelle A ; enthilt sie den Beitrag

i—1\ At
(Cj,() +cjf+..+ Cj’mj_ll‘m-’ )et.
(iii) Bestimme die Konstanten aus den Anfangswerten.

Beispiel 3.13. Wir betrachten die skalare homogene Gleichung 2. Ordung I_V‘(’Zr;e(s)‘lngs)%

X" +3x+2x =0
und Anfangswerte x(0) = 4 und x’(0) = 5. Wir wenden das Rezept an um die eindeutige Losung
zu finden:

(i) Die charakteristische Gleichung ist
0=2+31+2 = A+1)(1+2).
Die Eigenwerte sind also —1 und -2, jeweils mit algebraischer Vielfachheit 1.

(ii) Die allgemeine Losung ist also

t 2t

x(t) = cre”" + cre”

(iii) Ableiten von x(f) ergibt x’ (1) = —c1e™" — 2coe~%. Somit erhalten wir zusammen mit den
Anfangswerten das Gleichungssystem

{;‘

Somit ist die Losung der Differentialgleichung durch x(¢) = 13e™" — 9~ gegeben.

13

cy) = -9.

x'(0) = —c; — 2¢,

x(0) = ¢c1 + 2 {Cl
=

Beispiel 3.14. Betrachten wir nun die homogene skalare Gleichung 3. Ordnung
X"+ 4" +5x +2x =0
mit Anfangswerten x(0) = 3, x’(0) = 5 und x”’(0) = 7. Wieder wenden wir das Rezept an:

(i) Die charakteristische Gleichung ist
0= +42% +52+2 = A+ 1D>(1+2).

Somit sind Eigenwerte —1 und —2, mit Vielfachheit 2 beziehungsweise 1.
(i) Damit ist die allgemeine Losung

t 2t

x(t) = (cro+ciat)e” + coe”

(iii)) Um die Anfangswerte einsetzen zu konnen bestimmen wir zuerst die Ableitungen:

x’(t) = cl,le_’ - (c1,0+c1,1t)e_’ - 26‘26_2t,

t t

x"(t) = —2c1,1e_t + (c1,0+cl,1t)e_ + 4C26_2 .
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3.3. Lineare Differentialgleichungen

(iv) Aus den Anfangswerten erhalten wir dann ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizi-
enten, dass wir 10sen:

3 = X(O) = C1,0 + C2 Cl1,0 = -17
5 = XI(O) = C1,1 —C1,0 — 26‘2 = c1,1 = 28
T = x”(O) = C1,0 — 2C1’1 + 4¢p cy = 20.

Die Losung der Differentialgleichung ist also x () = —17e~" + 28te~" +20e~%.
Beispiel 3.15. Zu guter Letzt betrachten wir ein Beispiel mit komplexen Eigenwerten. Sei hierfiir
X" +4x =0

und Anfangswerte x(0) = 2 und x’(0) = 3.
(i) Die charakteristische Gleichung ist

0=2+4=(A+2)(=-2i).

Die Eigenwerte sind also +2i, jeweils mit Vielfachheit 1.
(ii) Die allgemeine Losung ist
x(1) = c1e¥ + cpe7?,

(iii) Ableiten ergibt x’(t) = 2ic1e*" — 2icoe~". Somit erhalten wir das Gleichungssystem

x(0) = ¢1 + ¢ €1 4
= x"(0) = 2ic; — 2icy

——
[SSIN o
| Il

1]
—_
|
|

1+ 3,
cr = =i
2 41
Die Losung der Differentialgleichung ist also
o1 3 2 3.2 _ 3.
x(r) = (1 4z)e + (1+ 4z)e = 2cos(2t) + 2sm(2t).

Reelle Losungen. Das letzte Beispiel zeigt, dass wir auch bei komplexen Eigenwerten reelle
Losungen finden konnen. Wir erweitern deshalb Punkte (ii) unseres Rezepts wie folgt:

B Fiir jedes Paar von einfachen komplex konjugierten Eigenwerten o +iw enthilt die allgemeine
(reelle) Losung den Beitrag

cie® cos(wt) + cre® sin(wt),

mit reellen Koeffizienten ¢y, ¢, € R.

® Fiir jedes Paar von m-fach komplex konjugierten Eigenwerten @ + iw enthilt die allgemeine
Losung den Beitrag

m—l) m—l)

(C1’0+Cl,1t+...+cl,m_1t e?! COS(wl‘) + (Cz,o+62,1t+...+C2,m_1t e®! sin(a)t)

mit reellen Koeffizienten ¢y 1,...,¢1,m=-1,€2.1,---C2.m-1 € R.
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 3.16 — Gedimpfter Oszillator. Wir betrachten die homogene Gleichung 2. Ordnung
x” + 2ux’ + wix = 0.

Die zugehorige charakteristische Gleichung ist
0= 2+2ul+w* = (—u+\/,u2—w2) (—/1— ,uz—wz).

® Kleine Dimpfung: Ist0 < u < w, dann sind die Eigenwerte 1. = —u +ivy/w? — u? komplex.
Somit ist die allgemeine Losung

x(t) = e (cy cos(wot) + ¢z sin(wot))
mit wg = Yw? — u? < wund cy, ¢ € R. (Die Frequenz w( nimmt also mit zunehmender
Déampfung u ab.)

B Kritische Ddampfung: Ist 4 = w, dann ist der einzige Eigenwert 4 = —u. Somit ist die
allgemeine Losung

x(t) = (c1 +cat)e™ .

u Uberdimpfung: Fiir u > w sind die Eigenwerte A, = p + v/u? — w? < 0 reell und negativ.
Somit ist die allgemeine Losung

x(r) = Cle_(ﬂ_m)t + cze_("“\/m)‘,

Ansitze fiir Inhomogenitiaten. Wir haben bereits in Satz 3.15 angegeben wie wir partikulire
Losungen mithilfe der Variation der Konstanten finden kdnnen. Diese Methode liefert uns immer
eine partikuldre Losung. (In der Praxis miissen wir es dann natiirlich immer auch schaffen die
Koeffizienten zu integrieren ...) In vielen iiblichen Féllen kommen wir aber schneller zum Ziel,
wenn wir einen Ansatz vom Typ der rechten Seite machen: Wir nehmen eine spezielle Gestalt der
Losung an und versuchen die genauen Parameter durch einsetzen in die Differentialgleichung zu
ermitteln. Natiirlich hdngt unser Ansatz vom der Art/Typ der Inhomogenitét ab. Hier sind einige
iibliche Ansitze

Rechte Seite b(1) Ansatz

Polynom vom Grad m
b(t) =Ag+ At + ...+ A"
Trigonometrisches Polynom
b(t) = XyL, (A sin(wgt) + By sin(wit))

x(t) =Bo+Bit+...+B,t"

x(t) = 24w, (Ci sin(wit) + Dy sin(wit))

Tabelle 3.1. Ansdtze fiir verschiedene rechte Seiten b(t).

Resonanz. Im Fall, dass die Inhomogenitit »(z) im Losungsraum des zugehorigen homogenen
Problems enthalten ist, spricht man von Resonanz. In diesem Fall konnen wir nicht einfach die oben
erwiahnten Ansétze verwenden. Wir konnen die Ansitze aber abwandeln: Ist 5(¢) im Losungsraum
der zum Eigenwert A gehort, dann miissen wir den obigen Ansatz mit einem Polynom in ¢ von der
Ordnung der algebraischen Vielfachheit von A multiplizieren.
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3.4. Dynamische Systeme

Beispiel 3.17 — Getriebener Oszillator (Fortsetzung). Wir versuchen die Differentialgleichung
aus Beispiel 3.12 mithilfe eines Ansatzes zu 16sen. Da die Eigenfrequenz der homogenen Glei-
chung gleich der Frequenz der rechten Seite ist, die zu dem komplexen Eigenwertpaar +i der
Vielfachheit 1 gehort, ist unser Ansatz x(t) = t(acost + b sint). Die Ableitungen sind entspre-
chend

x'(1)

xl/ (t)

acost+bsint +t(—asint + bcost),

—2asint +2bcost +t(—acost — bsint).

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

sint = x"+x = —2asint +2bcost.
Somit ist a = —1/2und b = 0, also
0 tcost
x(t) = —
2

eine partikuldre Losung.
Als Probe konnen wir die Differenz zu der in Beispiel 3.12 ausgerechneten partikulidren Losung

bilden. Diese ist ) .
sin(2t —t) _ sint

4 47
eine Losung der homogenen Gleichung, wie sie es auch sein sollte.

3.4 Dynamische Systeme

In diesem Abschnitt wollen wir das qualitative Veralten von Losungen von autonomen Differenti-
algleichung erster Ordnung

x' = f(x) (3.16)
untersuchen. Im Folgenden werden wir einige vereinfachende Annahmen machen:
® f: U — R"ist ein C'-Vektorfeld iiber der offenen Menge U c R".

B Fiir alle Anfangswerte (#g,xg) € R X U existiert die maximale Losung X(t9,x0) - Lt9,x0) = U
von (3.16) auf ganz R", d.h., I (4, x,) = R.

Wir haben uns in den vorangegangenen Abschnitten mit der Existenz- und Eindeutigkeitstheorie
dieser Gleichungen befasst. Hier sammeln wir zuerst einige Beobachtungen.

Beobachtung 1. Wir haben bereits beobachtet, dass alle Losungen eines autonomen Systems
durch Zeitverschiebungen entstehen. In Formeln bedeutet das: Seien xg € U und 7, t; € R. Fiir die
maximale Losungen x4, x,) und x(;, ,) gilt

-x(ll,X()) (t) = x(t|—‘r,x0)(t - T) = x(l‘o,xo)(t _T)

fiir alle r € R. Hier ist 7 := ] — fy.
Beobachtung 2. Es gibt drei Typen von maximalen Losungen x: R — U.

(i) Fixpunkte/Gleichgewichte: Es gilt x’ (o) = O fiir ein £y € R, d.h., f(xg) = mit xg = x(p). Es
folgt, dass x’(¢) = 0 und x(¢) = xo.
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3. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(ii) Periodische Losungen: Es gilt x’(¢) # O fiir alle t € R und es gibt tp,7; € R mit x(#p) =
x(t1) =: xp. Dann ist x periodisch mit Periode T := t; — t, d.h.,

x(t+T) = x(¢)

fiir alle ¢ € R.

(iii) Aperiodische Losungen: Es gilt x”(¢) # O fiir alle # € R und x ist injektiv, d.A., ,.x geht durch
keinen Punkt zweimal®.

3.4.1 Phasenraum, Orbits und ErhaltungsgrofSen

Die Menge U werden wir im folgenden den Phasenraum der Differentialgleichung (3.16). Wei-
terhin nennen wir die reelle 1-parameter Familie

O:RxU—-U, (l,X()) - o (-xo) = X(0,x0) (1) = X (29, x0) (r+ to)
Phasenraumfluss bzw. dynamisches System. Hier ist fy € R beliebig. Die Spur
Oxo = {x(to,xo) (t) 1 te R} = {(Dt(xO) 1 re R}

heif3t Orbit durch x¢. Der folgende Satz zeigt, dass die Orbits den Phasenraum in disjunkte Mengen
zerlegen. Diese Zerlegung heif3t Phasenraumportrit.

Satz 3.17. Fiir den Phasenraumfluss gilt:
(i) ®f o @° = O fiiralle t, s € R;
(ii) ®%: U — U ist fiir alle 7y € R ein Diffeomorphismus. Insbesondere ist (®%)~! = d~%,

(iii)) Haben zwei Orbits einen gemeinsamen Schnittpunkt, so stimmen sie iiberein.

Beweis.

(i) Seixp € Uundt,s € R. Es gilt

Q' (D*(x0)) = X(0.05(x)) (1) = X(s.05(x)) (E+5) = X(0.x0) (T +5) = D (xp).

(i) Den Beweis fiir die Regularitiitseigenschaften des Phasenraumfluss konnte ihr z.B. in [FK14,
§7] finden.

(iii) Seien xg,x; € U. Angenommen y € Oy, und y € Oy, d.h., es gibt ¢, 11 € R mit
y = @(x0) =X(0.x)(t0)  und y = O"(x1) = x(0.x)(11).
Das lésst sich ebenfalls schreiben als
X(0,x0) (1) =x(t0,y)(t)  und  x(0x) () = x(11,y)(1)

fiir alle ¢ € R. Somit erhalten wir

(DZ(X()) = X(O’XO)(I) = _X(to,y)(t) = x(tl’y)(t+t1 _to)
X0, (E+11—19) = DTTO(xy). o

90



3.4.2

3.4. Dynamische Systeme

Definition 3.6. Eine C'-Funktion F: U — R heift Erhaltungsgrifie des dynamischen Systems
x" = f(x), wenn

d
—F(®' =0
ZF (@' (x0))

fiir alle xg € U gilt.

Satz 3.18.Ist F eine ErhaltungsgroRe, dann gilt ¢ +— F(®'(xo)) konstant fiir alle xo € U.
Aquivalent gilt
Oy, € F'{F(x0)}

fiir alle xg € U.

Beweis. ( Ubung/ ) ]

Fixpunkte und Stabilitit

Definition 3.7. Ein xg € U heiit Fixpunkt (auch Gleichgewicht) des dynamischen Systems
(3.16), falls f(xo) = 0. Das ist dquivalent zu @ (x() = xo.

Wir wollen nun das qualitative Verhalten um einen Fixpunkt verstehen. Die folgende Intuition
wird uns leiten: Sei xg ein Fixpunkt xq. Fiir y € U definieren wir den Abstand

d(t) = @'(y) — @ (x0) = x(0,y)(1) = Xo.

Da f ein C!-Vektorfeld ist, konnen wir f lokal durch d f approximieren, sodass

fxo+2) = flxo) +df(xo)z+o(llzl).

Sei nun y € U.Die Ableitung von d ist gegeben durch
Xy (1) = Flxy (D) = flxo+d(1) = f(x0) +df(xo)d(t) +o(ldI).

Ist also ||d]| ,.klein®, so sollte o(||d||?) fiir das qualitative Verhalten vernachlissigbar sein.

Definition 3.8. Die homogene lineare Differentialgleichung
y' = Ay

mit A := d f(xp) ist die Linearisierung des Systems x’ = f(x) um xo € U.

Wir wollen einen Fixpunkt xo € U hyperbolisch nennen, wenn fiir alle Eigenwerte A; des
Differentials d f (xo) der Realteil Re(4;) # 0 erfiillt. Der nachfolgende Satz, den wir an dieser Stelle
nicht beweisen werden, zeigt, dass diese Bedingung hinreichende dafiir ist, dass das Phasenportrit
von x” = f(x) um den Fixpunkt xq ,,s0 aussieht wie* das Phasenportrit der Linearisierung.

Satz 3.19 — Grobmann—Hartmann. Ist x( ein hyperbolischer Fixpunkt des dynamischen Sys-
tems zum C'-Vektorfelds f: U — R”, so ist das Phasenportrit in einer Umgebung von xq
topologisch konjugiert zum Fluss der Linearisierung z’ = Az um x.

Hier haben wir ,,so aussieht wie* durch ,,topologisch konjugiert* ersetzt: Der Fluss von x’ =
f(x) heilt topologisch konjugiert zu seiner Linearisierung A = d f(x¢), wenn offene Umgebungen
Up von xg und Vy von zg = O existieren, sowie ein Homoéomorphismus ¢: Ug — Vj, sodass
@(x0) =0 und (D' (x)) = P! (¢(x)). Hier ist P! der Fluss von 7’ = Az.
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Zu guter Letzt wollen wir uns noch mit der Stabilitit von Fixpunkten befassen. Wir werden
zwischen zwei Arten von Stabilitdt unterscheiden.

Definition 3.9. Ein Fixpunkt xo von x” = f(x) heif3t

B stabil, wenn fiir all € > 0 ein § > 0 existiert, sodass aus ||y — xo|| < & folgt, dass
19 (y) — xoll < € gilt.

B asymptotisch stabil, wenn xq stabil ist und ein §; > O existiert, sodass aus ||y — xp|| < d;
folgt, dass lim; . @ (y) = xo.

® jnstabil, wenn er nicht stabil ist.

Um die Stabilitit eines Fixpunktes zu charakterisieren, verallgemeinern wir den Begriff der
ErhaltungsgroBe (Definition 3.6): Eine C!-Funktion L: U — R heifit Lyapunov-Funktion fiir das
Vektorfeld f: R" D U — R", falls fiir alle x € U

RN %L((D’(x))

konstantes Vorzeichen hat.

Satz 3.20 — Lyapunov. Ist f: R” > U — R”" ein C'-Vektorfeld, xo € U ein Fixpunkt von
x" = f(x)und L: U — R eine Lyapunov-Funktion fiir f, die in xq ein striktes lokales Minimum
besitzt:

(1) %L(CD’ (x)) <0aufU = xist stabil.
(i1) %L(CD’ (x)) <0aufU\ {xo} = xq istasymptotisch stabil.
(i) SL(®'(x)) >0aufU\ {xo} = xo istinstabil.

Beweis.

(i) Wir konnen o.B.d.A. annehmen, dass L(xg) = 0 ist. Sei € > 0. Da x¢ ein striktes lokales
Minimum von L ist, existiert ein €; mit € > €; > 0, sodass L(x) > L(xg) = O fiir alle
x € B¢, (x0) \ {x0}. Nun ist L stetig und B, (xo) kompakt, sodass
m:= min L(x)>0
X€0B¢, (x0)
existiert. Weiterhin folgt aus der Stetigkeit von L, dass ein 6 > O existiert, sodass aus
y € Bs(xp) folgt, dass
IL(y) = L(x0)| = L(y) < m.

Wir wollen zeigen, dass fiir alle y € Bgs(xo) folgt, dass |®’(y) — xg| < € fiir alle t > 0
ist. Angenommen dem wire nicht so. Dann gibe es ein T > 0 mit ®7 (y) € 6B, (xo), d.h.
L(®7(y)) > m. Weiterhin ist t — L(®’(y)) monoton fallend, sodass

m < L(®'(y) < L(@(y) = L(y) < m.

Ein Widerspruch!

(ii) Wir setzen die Konstruktion aus (i) fort. Wir wollen nun zeigen, dass aus y € Bs(x) schon
lim,_,c @ (y) = xq folgt, d.h. wir miissen fiir alle y € Bs(xo) zeigen, dass fiir alle € < €
ein T > O existiert, sodass

@' (y) € Ber(x0)
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fiir alle ¢ > T gilt. Wieder werden wir einen Widerspruchsbeweis fithren. Aus (i) wissen wir,
dass ein ¢’ > 0 existiert, sodass

y€eEBs = ®'(y) €Be(xg) Vt > 0.
Wir nehmen nun an, dass ein y € Bs(x() existiert, sodass

@' (y) € Be(x0) \ By (x0).

Da diese Menge kompakt ist und ¢ +» %L((Dt (y)) streng monoton fallend ist, nihme diese
Funktion ein Maximum —u < 0 an, d.h.

%L@’ (y) £ —u

fiir alle # > 0. Es wiirde
t
d
L@ ) = L)+ [ SL@ 6N = L) =g

folgen. Somit wire L(®’(y)) — —oo fiirt — oo, was im Widerspruch zu L|g_(x,) > O steht.

(iii) Analog zu dem vorangegangenen Beweis. (Details: Ubung!)

O

Der nachfolgende Satz wird uns noch eine Mdglichkeit bieten, eine Aussage iiber die Stabilitit
eines Fixpunktes zu treffen, wenn wir nur die Linearisierung des dynamischen Systems kennen. Das
hat den Vorteil, dass keine Lyapunov-Funktion finden miissen. Allerdings hat er eine ,,Grauzone*,
z.B. wenn alle Eigenwerte Re(4;) < 0 erfiillen. Hier gibt uns der folgende Satz keine Auskunft iiber
die Stabilitét, sodass wir in diesen Fillen doch wieder eine Lyapunov-Funktion finden miissen.

Satz 3.21 — Poincaré—Lyapunov. Ist f: R” > U — R”" ein C!-Vektorfeld, xo € U ein Fixpunkt
von x’ = f(x) und A := df(xp).

(i) Haben alle Eigenwerte A; von A negativen Realteil, Re(1;) < O fiir alle 7, so ist xg
asymptotisch stabil.

(ii) Hat A mindestens einen Eigenwert mit Re(1;) > 0, so ist xq instabil.

Beweis. Ich werde hier nur den Beweis fiir (i) skizzieren. Wir betrachten die Linearisierung um xg

fxo+v) = f(xo) +df(xo)v+o()vl
——
=A

mit lim v -0 0(v) = 0. Wir betrachten

0 T
P = / ed feAl 4y,
0

Diese Integral existiert, da wir in Lemma 3.5 gesehen haben, dass die Eintridge des Integranden
alle Linearkombinationen von rfet’ sind und Re(4;) < 0 nach Voraussetzung. Weiterhin ist P
symmetrisch und positiv definit, denn fiir alle v, w € R" gilt

(o) oo

T T

vIPw = / vleA teAydr = / wleA TeAlydr = w'Py.
0 0
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Wir behaupten, dass L(x) := (x — xo) " P(x — x¢) eine Lyapunov-Funktion ist. Zuerst rechen wir
nach, dass

(o8} (o] d
ATP+PA = / AT peMAdr = / ey dr = 1.
0 0

Sei y € U. Um die Notation zu vereinfachen, setzen wir x(z) := ®'(y) und v(¢) := x(¢) — x¢. Dann
rechnen wir nach, dass

d
aL(X)

(grad, L, f(x))

TP, AW) +o(W)|IvI)
VvI(ATP+ PA)Y +2xT Po(v)|]v||
—[VII* + 2¢v, Po()) |Iv]

VP 2N PIHlo()]| - 1).

IA

Somitist L(x) < 0in einer Umgebung von xp und damit xo asymptotisch stabil nach Satz 3.20. 0O
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